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Integral de convolucidn

La operacion convolucion entre cualesquiera sefiales f(t) y g(t), da
como resultado otra sefnal y se define como:

+00

y(@) =f()xg(t) = f(0) g(t —7)dr (1)

Suma de convolucion

La operacion convolucion entre cualesquiera secuencias f[n] y g[n],
da como resultado otra secuencia y se define como:

yln = fln] = gln] = Zf 2

k=—o0



Propiedades de la convolucion

Para cualesquiera sefales (o secuencias) x;, x,, X3, Yy constantes
a, B, to E Ry ny € Z; la convolucion tiene las propiedades:

1) Conmutativa xq * X, = X5 * X
2) Asociativa (x1 x5 ) *x3 =x1 % ( Xy * X3)
3) Distributiva  x; * (xy + x3) = X1 * Xy + X1 * X3
4) Asociativa con el escalamiento en amplitud
(axq) * (Bxz) = af(xq * x3)
5) Desplazamiento con el impulso unitario desplazado
x(t) *6(t —ty) = x(t — ty)

x[n] * §[n —ny] = x[n — ny]



Ejemplo
Para las funciones f(t) =e "y g(t) = 6(t +4) + 8(t — 4),
obtener y(t) = f(t) * g(t).

Solucion
y(©) = f(£) x g(t) = e * (6(t +4) + 6(t — 4))
Por la propiedad distributiva de la convolucion se tiene que:
y() =e U x5t +4)+e x5t —4)
Por la prop. de desplazamiento con el impulso unitario se tiene que:

y(t) — e—(t+4)2 + e—(t—4)2
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Ejemplo (cont.)

| FE) = e t?
05
i s o 2 4 s
gt) =686(t+4)+6(t—4)
5(t +4) i 5(t — 4)
05
B 4I5 4 0 ;I_r 4 -l*.
p—(t+4)7 . }'{ﬂ1=_ f(t)=g(t)
i 05
A <G -Ii O
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2. SISTEMAS LINEALES E
INVARIANTES EN EL TIEMPO

- Definicion
Un sistema lineal e invariante en el tiempo (sistema LTI) continuo
o discreto es aquel que posee las propiedades de linealidad e inva-

riancia en el tiempo. De aqui en adelante, el curso se enfocara en
el analisis de este tipo de sistemas.



Modelado de sistemas LTI en el dominio del tiempo

Se puede demostrar que las caracteristicas de cualquier sistema LTI
estan completamente determinadas por su respuesta al impulso unitario
(denominada h(t) en el caso continuo y h[n] en el caso discreto):

Sistema LTI continuo

x(t)—) h(t) P> y(t)

y(t) = x(t) * h(t)
T

Sistema LTI discreto

x[n]— h|n] > y|n]




Demostracion de y[n] = x[n] * h[n] para un sistema LTI discreto

Cualquier secuencia x[n] se puede representar como una combinacion
lineal de impulsos unitarios desplazados §[n — k]

+ oo

x[n] = x[k]6 [n — k]
k=z—oo
x [n] x[4] 6[n-4]
o?7° STn—g
x[2] 6[n+2] ¢! .o.,/x[8] n-8




Sea un sistema discreto LTI con regla de correspondencia T{-}, y con
respuesta al impulso h[n]=T{d5|n]}. La respuesta del sistema T a una
secuencia x[n] cualquiera esta dada por:

yln] =Tx[nl} =T {Z:_oox[k] [n — k]},

como T es un sistema lineal se tiene que
T{x[n]} = x|k] T{ 6ln — k] },

como T es un sistema invariante con respuesta al impulso h[n],
+ 00

y[n] = Z x[k] h[n — k] = x[n] * h[n]  Q.E.D.

k=—o0

De la ecuacion anterior se tiene que T{-} = * h[n]

Notese que T{6[n]} = §|n] * hin] = h[n], como era de esperarse.



Demostracion de y(t) = x(t) = h(t) para un sistema LTI continuo

Cualquier sefal x(t) se puede representar como una combinacion lineal
de "pulsos unitarios" desplazados §(t — t)dt, de ancho infinitesimal:

x(t) = J+oox(r) 6(t —1)drt

x(t) /x(4) 6(t-4)dr
/x(8)6(t -8)dr

x(2)0(t+2)dr ‘
> | |
I | |




Sea un sistema continuo LTI con regla de correspondencia T{-}, y con
respuesta al impulso h(t)=T{6(t)}. La respuesta del sistema T a una
sefal x(t) cualquiera esta dada por:

y(t) = Tx(O)} = T { f 8t — T)dT},

como T es un sistema lineal se tiene que

Tix(t)} = J +Oox(T)T{5(t — 1)} dr,

como T es un sistema invariante con respuesta al impulso h(t),

y(t) = f+oox(r) h(t —t)dt = x(t) * h(t) Q.E.D.

—CO

De la ecuacion anterior se tiene que T{-} = * h(t)

Notese que T{6(t)} = &(t) = h(t) = h(t), como era de esperarse.



Ejemplo
Dado un sistema LTI con respuesta al impulso h(t) = 2e~?tu(t),
determinar la respuesta del sistema a la entrada x(t) = u(t).

Solucidn u(t)
+ 0o
y(t) = h(t) xx(t) = f h(Dx(t — 1)dt '
[ y 0
= 2e?"u(Du(t — 1)dr u(t - 1)
r+OO : O
y(t) = J 272" 0dTt =0 para t <0 t<
oo -~
t
y(t) = Jr 2e %% 1dt para t =0 ut =),
O 1
t>0
= [—e_zr]§=o = —e %t +1
0 t

Finalmente: y(t) = [1 — e ?!Ju(t) para —oo < t <



Ejemplo (continuacion)
Dado un sistema LTI con respuesta al impulso h[n] = 0.5™u[n],
determinar la respuesta del sistema a la entrada x[n] = u[n].

Solucién k|

s S (I

B 109-87-65-43-2-1012345678910112 f

— Z 0.5%u[k]u[n — k] - [unk

y[n] =RT§OO.5"O=O para n <0 HHHH i

209-87-6-5-432-10123456789011 k

k=—00

n 1 _
Z 1= 0.5+ =0 Uk

IO i

09-8765-4-32-10123 4 567891011 k
Finalmente: y[n] = [2 — 0.5™]u[n] para —oo <n < +oo




Ejemplo (continuacion)

x(t) Sistema LTI Continuo
1
S >
. t
x(t) = u(t) h(t) = 2e ?tu(t)
x[n] Sistema LTI discreto
1
L = M =
x[n] = uln] h[n] = 0.5™"u[n]

y(t) 1

y(t) = x(t) = h(t)
= [1-e~ ?t]u(t)

y[n]
2

1

t

i,

y[n] = x[n] = h[n]

=[2 = 05" ]u[n]

En el tema 3, utilizando la transformada de Laplace (transformada Z),
se vera un método muy eficiente para determinar y(t) = x(t) = h(t)

(y[n] = x[n] * h[n]).



Para la respuesta de un sistema LTI continuo o discreto se tiene que:

Y=Ypt+Vn

Vp €s la respuesta permanente del sistema y persiste mientras dure la
entrada.

v, €s la respuesta transitoria del sistema y tiende a 0 conforme t 0 n
tiende a infinito, cuando el sistema es estable.

Ejemplo
Para las respuestas de los sistemas LT en el ejemplo anterior se tiene
que:

y(t) =i(£)/+:e‘2tu(t2

Yp(t) Yr(t)
y[n] = 2u[n] + —0.5"u[n]

yplnl Ynin]



Funcion de transferencia de sistemas continuos LTI

Como ya se estudio, para un sistema LTI continuo, con respuesta
al impulso h(t), se tiene en el dominio del tiempo que:

x(t)—) h(t) pP— y(¢)
y(t) = x(t) * h(t)

Aplicando la T. de Laplace y su propiedad de convolucion a la ec.
anterior, se tiene en el dominio de la transformada que:

X(s)—) H(s) —>>Y(s)

Y(s) = X(s)H(s)

L{h(t)} = H(s) = T es la funcidn de transferencia del sistema.




Ejemplo
Dado un sistema LTI con respuesta al impulso h(t) = 2e~?tu(t),
determinar la respuesta del sistema a la entrada x(t) = u(t).

Sol.
De tablas de la transformada de Laplace tiene que:

1
X(S)Zg y H(S)=ZS+2

Entonces

o= v = () ()

Como Y () es un funcidn racional propia, para obtener y(t) median-
te el uso de tablas de la T. de Laplace, se procede a realizar la expan-
sion en fracciones parciales de Y (s):



2 _A+ B
s(s+2) s s+2

Multiplicando ambos lados de la ec. anterior por s(s + 2) se obtiene:

2=A(s+2)+ Bs
De la ec. anterior

con s=0, 2=A4A02) = A=1
con s=-2, 2=B(-2) > B=-1
1 1
Y(s) =——
(s) s Ss+2

Aplicando la T. Inversa a la ec. anterior, "por tablas", se obtiene:

y(0) = u(®) — e u(t) = [1 - e #Ju(0) |
|
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Una ecuacion diferencial lineal (EDL) de coeficientes constantes de
orden N junto con condiciones iniciales nulas (CI = 0), también des-
cribe un sistema LTI causal:

x@®— EPL L sy

CI=0

N M

2 dy(t) Z , d®x(t)
gk T ko dek

k=0 k=0
d*y(0

CI nulas y( )=O, k=0,1,.. N—1
dtk

En un sistema modelado por una EDL junto con CI=0, a y(t) se le
conoce como respuesta forzada del sistema.



Para obtener H(s) en el caso de un sistema LTI continuo representa-
do mediante una EDL junto con CI nulas:

Se aplica la T. de Laplace a ambos lados de la EDL

A d*y(t) - d*x(t)
L{Z“k dtk }:L{zb" dtk }

k=0 k=0

Utilizando las propiedades de linealidad y de diferenciacion de la
T. de Laplace en ambos lados de la ecuacion anterior se obtiene:

N

M
a.s®Y(s) = ) b.s*X(s)
> ; .

k=0

N M
obien  Y(s) z aps® = X(s) z by s
k=0 k=0



Finalmente, de la ecuacidn anterior se obtiene:

ey Y _ Ziobis® = P(s)
) =X T T arst = Q)

Las raices del polinomio P(s) se conocen como los ceros del siste-
ma. Las raices del polinomio Q(s) se conocen como los polos del
sistema. En el plano s, cada cero se representa con una 0" y cada
polo se representa con una "'x".

Teorema de estabilidad

Un sistema causal con H(s) racional es estable, si y solo si todos
los polos de H(s) se ubican en la parte izquierda del plano s (i.e.
todos los polos tienen parte real negativa).




Discretizacion de la derivada mediante la diferencia hacia atras

La derivada de una seial y.(t) se puede aproximar como:

Mediante muestreo con periodo T = At, de la expr. anterior se tiene que:

yc(nT) _ yc(nT — T)
T

Tolerando el error en el que se incurre y considerando la notacion
x[n] = x,.(nT), la expresion anterior se puede reescribir como:

yc’(nT) ~

yln] —y[n — 1]
T

La secuencia y’[n] es la diferencia hacia atras de %y[n] y es una aprox.
en tiempo discreto de y,.'(t), la derivada de la senal y,.(t).

y'[n] =




Ademas, aplicando la T. Z a ambos lados de laec. anterior se tiene que:

V() Y(2) —;_1Y(Z) _ 1 —TZ_1 Y (o)

O bien

Y'(z2) = % Y (2) (d1)

La ecuacion anterior aproxima en tiempo discreto y en el dominio de
la transformada Z, a la operacion derivada del tiempo continuo que es
representada en el domino de Laplace mediante la ecuacion:

Y. (s) = sY.(s)

Notese que para y''[n], la sec. de muestras de y,."'(t), se tiene que:

Tz Z

2
20 =@ = (@) - () v



Discretizacion de la derivada mediante integracion num. trapezoidal

Ve (t)

Area del trapecio

A=(b+B)h/2

b: base menor / /
B: base mayor
h: altura

Yo (n-1)T)

Ve (nT)

(n-DT nT t
De la regla de Barrow:
nT
| w@de=yet) - (G- T) (d2)
(n—-1)T

Aproximando la integral anterior de forma trapezoidal se obtiene:

nT
[0 wwas /oDy (-] @
(n—-1)T



Tolerando el error en el que se incurre, se iguala (d2) con (d3):

T
Ye@T) = ye((n = DT) =5 [y'(T) + ' ((n = DT)|  (d4)

Considerando un periodo de muestreo T, a partir de la sefales y.(t) y
y. (t) es posible obtener sus versiones discretas, las secuencias

y[n] = :Vc(nT) y y’[n] — yc,(nT)

Considerando las 2 ec. anteriores, la ec. (d4) se puede reescribir como:

yln] — yln — 11 = 2./ In] +y'[n — 1)

Aplicando la T. Z a ambos lados de la ec. anterior se tiene que:

Y(z) —z71Y(2) = ;[Y’(Z) +z7Y'(2)]



O bien

T
Y(2)[1-2z"1]= EY’(Z)[]. + z71]

Es decir

T
Y(2)[z—1] = EY’(Z)[Z + 1]
De la ecuacion anterior se tiene que:

Yi(z) =5_—7Y() (d5)

La ecuacion anterior aproxima en tiempo discreto y en el dominio de
la transformada Z, a la operacion derivada del tiempo continuo que es
representada en el domino de Laplace mediante la ecuacion:

Y. (s) = sY.(s)



Ejemplo

Usando integracion numeérica trapezoidal como aproximacion discreta
de la derivada, obtener la H(z) del sistema discreto que aproxime un
sistema LTI continuo, definido por la siguiente ecuacion diferencial:

Yo' @) + aye(t) + B y.(t) =y x.(¢) (d6)
Sol.
Muestreando las sefiales en la ec. anterior cada T segundos se obtiene:

ye (nT) + a y.(nT) + B y.(nT) =y x.(nT)
O bien

y'[nl+ay'[n]+ B yln] =y x[n]
Aplicando la T. Z a ambos lados de la ecuacion anterior se tiene que:
Y'2)+aY' (2)+LY(2) =y X(2)

Utilizando de forma sucesiva la ec. (d5), de la ec. anterior se tiene que:



— 1\ 2 _
(;z n 1) Y(2) +a (;;—D YZ)+BY(2) =yX(2)

Finalmente, de la ecuacion anterior se tiene que:
_Y(2) 14

—X(Z)_(Zz_l)z+a(zz_1)+ﬁ (d7)

H(z)

Tz+1 Tz+1

Discretizacion de sistemas LTI mediante la Transformada Bilineal

Partiendo del ejemplo anterior y utilizando la T. de Laplace, de la
ecuacion (d6) se tiene que:

Y

HC(S):SZ+as+ 5

Al comparar la ecuacion anterior con la ecuacion (d7) se tiene que:



H(z) = Ho(s)| _22-1

Tz+1

En la expresion anterior (valida también para N > 2) a la ecuacion:
27z—1

S:Tz+1

(d8)

Se le conoce como la Transformada bilineal entre los planos s y z.

Si se aproxima la derivada de una sefnal x.(t) mediante la primera
diferencia hacia atras de su secuencia de muestras x[n], ver ec. (d1),
es posible obtener otra discretizacion de la operacion derivada dada
por la ecuacion:

z—1
S_fh

(d9)

que se conoce como la T. salto hacia atras entre los planos s y z.




Ejemplo

+9v

_ (0
>Lj~»—o t
|

9.4nF

v.(8) 24kQ | 24kQ
—/ \M——/

4.7nF ——

OpAmp

TLO81

—FHWWW

-Ov
El circuito eléctrico mostrado en la figura anterior implementa un
sistema LTI continuo (filtro paso-bajas Butterworth de orden 2 con
frec. de corte F. = 1000[Hz]) con funcion de transferencia:

aZ

H.(s) = , a= 211000
c(8) s2++2as+ a?

Con F, = 44.1|kHz], discretizar el sistema anterior utilizando la
transformada bilineal y obtener la EDL correspondiente.



Solucidn
Con la transformada bilineal es posible discretizar un sistema LTI
continuo hacia un sistema discreto LTI IIR mediante la ecuacion:

H(z) = H.(s)

S = _(z+1
Para el problema a resolver:

aZ

s24++2as+ a?

;

H(z) =

5= T(z+1

a2

Eh) +v7a (2E5D) v

H(z) =




H(z) =

a’(z + 1)?
%(z— 1)2 + 2\/5% (z—1)(z+ 1)+ a?(z+ 1)?

a’(z*+2z+1)

%(22—22+1)+2\/_a( 2—1)+a?(z?+2z+1)
B z?+ 2z +1
a24T2(22—22+1)+2\/_( 2—1)+ (z2+2z+1)

z2+2z+1

4 22 8 4 22
((aT)z *oar 1) 7+ (2- (aT)Z)Z ¥ ((aT)z ~ar 1)




Con Fs = 44100 (T = 1/44100) y como a = 271000, la ecuacion
anterior se reduce a

7z +2z+1

H(z) =
(2) = 51877 =392, 7 17822

A continuacion se obtiene la ecuacion en diferencias correspondiente
aH(z):

Y(z) 14+2z7t+2z72

X(z) 218 —-392z"1 4 178.2772

(218 —392z71 +178.2z272)Y(2) = (1 + 2z 1 + z79)X (2)
O bien
218y|n] — 392y|n — 1] + 178.2y[n — 2] = x|n] + 2x[n — 1] + x[n — 2]




En la practica los sistemas FIR se implementan mediante la suma de
convolucion, mientras que los sistemas IR (como el gue se obtuvo
en el ejemplo anterior) se implementan mediante ecuaciones en
diferencias en su forma recursiva.

Con N > 0, laec. (5) puede reescribirse en su forma recursiva como:

1 M N
yln] = - ;bkx[n—k]—kzaky[n—k] , (6)

=1

La ecuacion (6) expresa el valor de la salida en el instante n, en
funcion de la sefial de entrada y de N valores previos de la sefal
de salida.



Ejemplo
Para el sistema LTI descrito por la EDL de orden 2

yln] — 2y[n — 1] + 4y|n — 2] = 2x[n] + 5x|[n — 1] — 3x[n — 2]

Considerando la entrada x|[n] = { 1, 2, 3 }, obtener y[n] para
n=0,1,2,3,4.

Sol.
Primero se reescribe la ec. en diferencias en su forma recursiva:

yln] = 2x[n] + 5x|n — 1] — 3x[n — 2] + 2y|n — 1] — 4y[n — 2]
Como el sistema es LTI se consideran Cl nulas: y[—1] = y[-2] = 0.

Entonces se procede a obtener y[n] paran=0, 1, 2, 3, 4:



y[n] = 2x[n] + 5x[n -1] - 3x[n -2] + 2y[n - 1] — 4y[n - 2]

y[0] = 2x[0]
=2x1
y[1] = 2x[1]
=2x2
y[2] = 2x[2]
=2x3
y[3] = 2x|[3]
=2x0
yl4] = 2x[4]
=2x0

+ 4+ + 4+ 4+ 4+ ++ + +

5x[-1] — 3x[-2] + 2y[-1] — 4y[-2]
5X0 —3X0 4+ 2X0 —4x0 =2

5x[0] —3x[-1] + 2y[0] — 4y[-1]
5Xx1 —3X0 + 2%x2 —4%x0 =13

5x[1] — 3x[0] + 2y[1] — 4y[0]
5Xx2 —3x1 + 2%x13 —4x2 =31

5x[2] — 3x[1] + 2y[2] — 4y[1]
5xXx3 — 3%x2 2X31 —4x%x13 =19

_I_

5x[3] — 3x[2] + 2y[3] — 4y[2]

5X0 —3%x3 + 2%x19 — 4x31=-95
.}

yln] ={2, 13, 31, 19,-95,.



Y

(Eecibe &

for n

¥(n)

yn 1
En_E
xn_l
encl
encl

f recHd(a,b,x)
% aly[n]l+aly[n-1l]l+a2y[n-2]
[ a0
%(EBecibe x[n] de longitud Lx v devuelve yv[n] de longitud Lx

1
yin)=kb(l)*zx(n)+b(2)*xn l1+b(3)*xn Z-a(2)*yn l-a(3)*yn Z;

yn_2 =

al a2 ],

1 : L=

(L/a(l))*v(n):

yn 1;
yin);
Eﬂ_l;
x(n)

b:

resuelve de forma recursiwva la EDL

= bix[n]4+blx[n-1]4+bk2x[n-2]
[ O Bl b2 ],

function y = £ recl2 (a,b,x)
xn 1 =0; % x[n] casual
xn 2 =0 % x[n] casual
yn 1 = 0; % sistema LTI causal => CIs=0
yn 2 = 0; % sistema LTI causal => CIs=0
Lx = length(x):; % Longitud de la secuesencia x[n]
v = zeros(l,Lx); % para los PRIMEROS Lx VALORES de y[n]

2 divi=ion entre coeficiente al

Funcion en Matlab que implementa la ec. (6) para N = 2.
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[XLE, Fs] = audioread('=x kitt.wav'"):; EFformato wav,mnp3,mada
x = mean(xLE,2).": Tobtencidon x[n]l=xc(nT) monocaural. Z=>prom cols

ak = [ 218, -3%2, 178.2 ]1:
Be=[1, 2, 1 1:

¥y = £ recHN2(ak,bk,x); Faplicacidon de un sistema IIR, HN=Z
Lx = length({x): EFnum de muestras en =x[n]

n = 0:1:Lx-1; Tharreglo de indices de tiempo discreto
tl = 4,.07; EFIn=tante inicial a desplegar en [=eg]
t2 = tl 4+ 10/1000; FInstante final a desplegar en [seqg]
figure

=subplotc (2,1,1)

ploc{ n* (1/F=), = ) £T=1/F= FPeriodo de musstreoc en [=2eg]

®lim({ [tl,t2]1 )

ticle|("=xci(t) ")

subplotc (2,1,2)

ploc{ n* (1/F=), wi(l:Lx) ) £T=1/F= FPeriodo de musstreoc en [=2eg]
®lim({ [tl,t2]1 )

cicle("vi(t) ")

EFLa tarjeta de =onido interpola a:

player = audioplayer| =, F= }:
plavblocking (player) ; Tx[n] para reproducir =Xr(t)
player = audioplayver|( v, F= }:
plavblocking (plaver) ; Tv[n] para reproducir yritc)

Codigo de Matlab que aplica a una sefial de audio el sistema IIR:
218y[n] — 392y[n — 1] + 178.2y[n — 2] = x[n] + 2x[n — 1] + x[n — 2]
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< Figure 1 - =

File Edit View Insert Tools Desktop Window  Help »

xr(t)

0.5

4.07 4,072 4.074 4,076 4.078 4.08

e yr(t)

-0.4 ' ' ' '
4.07 4,072 4.074 4,076 4.078 4.08

Sefales de audio muestreadas a Fs = 44100[Hz]
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Ejemplo
Obtener la funcion de transferencia H(s) = V, (s)/V;(s) parael
circuito eléctrico mostrado en la siguiente figura:

+9v

C1 ® J

vi(t) R R, >L Vo(t)
M + —

OpAmp

-9v

Figura 1: Filtro paso-bajas Topologia Sallen-Key de segundo orden de
ganancia unitaria.
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Ejemplo (continuacion)

En la figura 1, el amplificador operacional (OpAmp) TLO81 es un
circuito inteqgrado analégico cuyas caracteristicas principales se
pueden aproximar utilizando el modelo de Amplificador operacional

Ideal, cuyas caracteristicas de interés en nuestro caso son:

-Impedancia de entrada infinita, es decir que no fluye corriente
eléctrica hacia el OpAmp ideal.

-Diferencia de potencial cero entre las terminales inversora (-) y no
Inversora (+) del OpAmp ideal, cuando la salida del OpAmp se
retroalimenta a la terminal inversora del mismo.



Solucidn

En el dominio de Laplace mediante el concepto de impedancia, el
circuito de la figura 1 se puede representar como se muestra en la

figura 2:

V4

9]

Tls (s) L - V.(s)

V,(S) OpAmp
o— 71 —l— /o

—

I, (s)

+
X
12&;5

Figura 2.

Aplicando la LCK en el nodo x se tiene que
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Solucion (continuacion)

De la ley de Ohm y considerando que el OpAmp ideal tiene voltaje 0
entre sus terminales (—) y (+), la ec. anterior se puede reescribir como:

O hien
Vi Ve Vo W WV W

7. 7. Z, Z, Zi Za

Reagrupando los términos de la ecuacion anterior, y factorizando V., y
V, se tiene que:

i_(1,1 1\, (L 1Y), @
Z, \Z; 7, 73)* \z, " Z5)"° :




Solucion (continuacion)

Por otro lado, como el OpAmp ideal tiene impedancia de entrada infi-
nita, de la fig. 2 se tiene que I, también circula a traves de Z,, por lo
que se tiene que

Ve = (Zy +Z,)1 (b)
y Vo = 241, (c)

Despejando I, de la ec. (¢) y sustituyéndola en la ec. (b) se tiene que

O bien
Ve = <— + 1) Vo (d)



Solucion (continuacion)
Sustituyendo V, dado por la ecuacion (d) en la ec. (a), se tiene que

L 1+1+1 ZZ+1V 1+1V
Zy \Zy Zp Z3)\Za ° \Z, Z3)°
1 1
desarrollando el producto (Z— + —+
1

Z, 213) (Z + 1) y factorizando V,

en el lado derecho de la ecuacion anterior, se tiene que:

Vi<Zz Z, 2211111>
Vo

Z_l_

+ + b —— —
L1ly Zyly Z3Zy Z1 Z, Zs Z, Zj

Simplificando

Vi_ Z2+1+Zz+1 v
\ZiZy Zy Z3Zy Zy)°



Solucion (continuacion)

Multiplicando ambos lados de la ec. anterior por Z, y simplificando
términos se obtiene:

Ly Ly 112
Vi=(=2+=—+ +1)V,
l (24 Zy Z3Zy ’

Desarrollando la suma de términos en el lado derecho de la ecuacidn
anterior se obtiene:

L _ DI A LI Y L+ T
l 23z4 (0]

De la ec. anterior se tiene que

Vo (s) _ Z3Z,

H(s) = —
( ) Vl'(S) lez + (Zl + Zz)Zg + 2324

(e)



Solucion (continuacion)
1

Como Z,=R,, Z,=R,, Z3=—, Z,= ——, laec. anterior resulta en:
sCq Cz
1
s?C,C
H(s) = = :
RiR, + (R; + Ry) sC, + $2C,C,
2
Multiplicando y dividiendo el lado derecho de la ec. anterior con SR
102
finalmente se tiene que:
1
R{R,C,C
H(s) = 5 +1R 27172 : (4.4)
s2+=l=—%s5+
RiR,C; > " RiR,Gi G,
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Respuesta en frecuencia
Cuando una sefal x(t) es absolutamente integrable, X(s) se puede
reducir a la transformada de Fourier de x(t), esto es:

Flx(®)} = X(w) = X(s)

S=jw

Lo anterior implica que la T. de Fourier hereda de la T. de Laplace,
entre otras, la propiedad de convolucion. Considerando esto ultimo, si
x(t) y h(t) son sefales absolutamente integrables, entonces

Y(s) = H(s)X(s)
Se reduce a

Y(jw) = H(jw)X(jw)

Si h(t) es la respuesta al impulso de un sistema LTI estable, a
H(jw) se conoce como la respuesta en frecuencia del sistema.




En términos de magnitudes y fases, la ec. anterior se convierte en:
[Y(w)| = [H({w)lIX(w)l
1Y (w) =<H(w) + <X (w)

Las dos ec. anteriores implican que un sistema LTI estable h(t), trans-
forma una sefial de entrada x(t) en una sefal de salida y(t), al modi-
ficar las amplitudes y las fases de los componentes en frecuencia de
x(t) (definidos en la ec. F4.a cuando x(t) es real):

+ 00

x(t) = %f I X(w)| cos(wt + 2X(jw)) dw
0

+ 00

y(t) = %j |H(w)||X(w)| cos(wt + < X(w) + <H(jw)) dw
0



Ejemplo
Dado el siguiente sistema ( filtro paso bajas Butterworth de 2do
orden con frecuencia de corte F. = 1000[Hz] ):

a2

H.(s) = , a= 21000
c(8) s2++v2as+a?

Implementarlo de forma analogica mediante la topologia de filtros
Sallen-Key de ganancia unitaria.

Solucion

Como se determino en un ejemplo visto en el tema 4, la funcion de
transferencia de un filtro paso-bajas Sallen-Key de ganancia unitaria
esta dada por la ecuacion (4.4):

1
_ R1R2C1C2
H(S)_SZ+R1+R25+ 1
RiR2C1 ™ " R1R,C41 G



Solucion (continuacion)

Con el fin de determinar los valores de los capacitores y resistores
para implementar el filtro H.(s) con la topologia Sallen-Key, al
requerir que H.(s) = H(s) se tiene que:

Ry +R, 1

" RiR,C, 0 RiR, GG,

2

V2a

De las dos ecuaciones anteriores se tiene que

1R ARG 1
\/E R1R2C1C2 \/R1R2C1C2

a

(1)

O bhien

(R]_ + RZ)CZ — \/E\/R]_RzClCz



Solucion (continuacion)
De la ecuacion anterior se tiene que

(R + R2)*Cy* = 2R R,C,C;

con |R; = R, = R| de la ecuacion anterior se tiene que

4R?C,? = 2R?*C,C, = |C, = 2C,

Entonces, del lado derecho de la expresion (1) se tiene que:

1
- JRR(2C,)C, V2RG,

a = 2w1000 =

R

1

~ 271000V2C,

Con C, = 4.7nF se tiene que C; = 2(4.7nF) = 9.4nF

y que R = 23944.58 Q R =~ 24kQ




Solucion (continuacion)
Finalmente, en la figura 3 se muestra el circuito que implementa un
sistema (Filtro paso-bajas Butterworth de 2do orden con frecuencia de
corte de F. = 1000[Hz]) con funcion de transferencia

2

a
H.(s) = , a = 2m1000
¢ s2++2as+a?
+9v
9.4nF | B ANV
k | k T
) 24kQ | 24kQ)
v, () L V()
OpAmp
4.7nF — |, TLO81




Diagrama de Bode de |H.(jw)| en Hz con MATLAB

EI Figure 1 — O =

Bode Diagram

-40 | -

Magnitude (dB)

=50 T ]

60 S A S

7O S S S R

_\ED 1 1 1
101 102 103 104 10°
Frequency (Hz)

a = 2%¥pi®1000-

Hs = tf{a™2, [1 sgrt{(2)*a a™2])sE0zsa Control Swystem Toollrox
HwdBE = bodeplot (H=)

sctoptions({ HwdB, "Freglnics'", "H=e", "Pha=seVisikble ", "off ") ;
grid on
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