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9.1. Objetivo de aprendizaje
Familiarizar al estudiante con las configuraciones que caracterizan a una red eléctrica de dos puertos o bipuertos.
Determinar la relacién entre las diferentes formas de representacién de los bipuertos.

Verificar la validez de algunas funciones de red, tales como: funcién de transferencia, impedancia de entrada, impe-
dancia de salida, etc.

Generalizar el concepto de bipuerto en el analisis de una red eléctrica, sistema, ecualizador o filtro.
Aplicar los conceptos de escalamiento en frecuencia e impedancia en una red eléctrica préactica.
Bosquejar y acotar las graficas de la respuesta en frecuencia de una red eléctrica practica.

Aplicar las propiedades de un amplificador operacional ideal en el andlisis y sintesis de una red eléctrica que lo
contenga.

9.2. Introduccion teorica

Un quehacer que se encuentra frecuentemente en la préctica relacionada con el estudio y analisis de las redes
eléctricas es el empleo de un instrumento que sirva para transmitir una sefial de informacién. Dicho dispositivo al
cual denominaremos red eléctrica de dos puertos o simplemente bipuerto, ademés de transmitir la senal, algunas
veces, la debe amplificar, filtrar o modificar de alguna forma, otras veces también se utiliza para proporcionar un
acoplamiento entre la senal de entrada y la senal de salida.

La configuracion general de un bipuerto se muestra en la figura 9.1a, en la que por conveniencia el subindice 1 se
asigna a las variables del puerto de entrada y el subindice 2 a las variables del puerto de salida.
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Figura 9.1. (a) Configuracién general de un bipuerto. (b) Condicién de las corrientes eléctricas de un bipuerto.

Como la configuracién general del bipuerto tiene cuatro terminales, en teoria es posible definir una variable para
cada una de las corrientes eléctricas en cada terminal. Para eliminar esta posibilidad, cada puerto de la red eléctrica
debe satisfacer la siguiente condicion: la corriente eléctrica que entra a una de las terminales de un puerto es, para
todo tiempo, igual a la corriente eléctrica que sale por la otra terminal del mismo puerto; tal como muestra la figura

9.1b.

Dado que hay cuatro variables eléctricas, a saber: I7, I, V3 y V5 en lugar de las dos variables que se requieren
para describir una red eléctrica de un puerto, ahora se necesitan dos ecuaciones para relacionarlas. Estas ecuaciones
tienen la siguiente forma general



Ui(s) = k11(s)Wi(s) + ki2(s)Wa(s)
UQ(S) = kgl(S)Wl(S) + kQQ(S)WQ(S)

donde las variables Uy (s), Ua(s), Wi(s) y Wa(s) pueden ser cualesquiera de las variables I;(s), I2(s), V1(s) o Va(s).
Los k;;(s) se denominan pardmetros de la red eléctrica y son funciones de las variables de dicha red eléctrica que
los relacionan. Los posibles valores que pueden tomar U;(s) y Us(s) se muestran en la Tabla 9.1 y son el resultado
de las combinaciones de cuatro elementos tomados de dos en dos. Una vez que Uy (s) y Uz(s) se especifican, Wi (s)
y Wa(s) quedan determinados sin ambigiiedad.

(9.1)

H —— Tabla 9.1 — H
Caso | Ui(s) | Ua(s) | Wi(s) | Wi(s)
L[ i(s) [ V() [ I(s) | B0)
2 Il(s) IQ(S) Vl(s) VQ(S)
3 [ his) [ () | i) | B
4 | Vi(s) | Ia(s) | Ii(s) Va(s)
5 Vl(S) 11(3) VQ(S) —IQ(S)
6 | Va(s) | La(s) | Vi(s) | —I1i(s)

Tabla 9.1. Combinaciones de las variables eléctricas del bipuerto.

Cada conjunto de la Tabla 9.1 tiene propiedades especificas que lo hacen diferente de cualquier otro y adecuado para
asignarlo a ciertas configuraciones de redes eléctricas. No obstante, se debe senalar que si se conoce un conjunto de
parametros es posible encontrar otro, si es que éste existe.

9.3. Parametros z o de impedancia de circuito abierto

En esta seccién se estudia el primer caso de la Tabla 9.1, esto es: Vi (s) y Va(s) para las variables Uy (s) y Ua(s), y
para W1i(s) y Wa(s), I1(s) e Iz(s), respectivamente. Por lo que la ecuacién (9.1) tiene la siguiente estructura

‘/1(5) = 2’11(8)[1(5) + 212(5)12(8)
Va(s) = z21(s)11(s) + 222(5)12(s)

ya que los miembros del lado izquierdo del conjunto resultante tienen dimensiones de voltaje y las variables Wi (s) y
Wy (s) tienen dimensiones de corriente, los pardmetros k;;(s) deben tener dimensiones de impedancia. La ecuacién
(9.2) puede escribirse en forma matricial como

_ [211(5) zlg(s)] l[l(s) [1(5)]
2’21(3) 2’22(8) IQ(S) IQ(S)

donde la matriz [Z(s)] se denomina matriz de pardmetros z y sus elementos z;;(s) reciben el nombre de pardmetros .

(9.2)

V1 (S)

= 1Z(s
) 265

(9.3)

Para una red eléctrica dada, los pardmetros z(s) se pueden determinar aplicando un conjunto de entradas de prueba
a la red eléctrica. Para ver esto, considere la primera ecuacién de la (9.2). Si el puerto de salida de la red eléctrica
estd en circuito abierto, entonces I(s) = 0, quedando la ecuacién

Vi(s) = z11(s)11(s 9.4
1(s) = z11(s)11(s) ()0 (9.4)
recordando que una funcion de red o funcion de transferencia se define como la razén de la transformada de Laplace
de la senal de salida y la transformada de Laplace de la senal de entrada, la ecuacién (9.4) indica que se debe emplear
como entrada una fuente independiente de corriente en el puerto de entrada y considerar como salida el voltaje en
el mismo puerto. Asi, el pardmetro z11(s) queda definido por la relacién

_Vi(s)
211(8) n 11(8) I5(s)=0 (95)




Un procedimiento similar se puede seguir para calcular z9;(s); por lo que

_ Vls)
I (8) I5(s)=0

221(8) (96)

Los otros dos pardmetros z;;(s) restantes, pueden encontrarse aplicando una fuente independiente de corriente en
el otro puerto. En la figura 9.2 se muestran las condiciones necesarias para determinar tales parametros.
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Figura 9.2. Condiciones de prueba para encontrar los pardmetros z;;(s).

Una propiedad importante de los parametros, es que si se conocen para una red eléctrica dada, es posible encontrar
cualquier funcién de red a partir de ellos. Por ejemplo, determine la funcién de de transferencia de voltaje de circuito

. Va(s)
abierto .
Vi(s)
La condicién de circuito abierto implica que I5(s) = 0, por lo que de la ecuacién (9.2) se tiene
Vi(s) = z11(s) 11 (s
1(s) = z11(8) 11 (s) 0.7)
Va(s) = z21(s)11(s)
de donde v
2(s) _ z(s) 9.8)

Vi(s)  zn(s)

Vi(s
I, (s)
salida estd en corto circuito. Si el puerto de salida se encuentra en corto circuito entonces Va(s) = 0 y de la ecuacién
(9.2) se tiene z21(8)I1(s) + 222(8)I2(s) = 0, por lo que

~—

Otra funcién de red que se puede determinar es la impedancia de entrada Zeptrada(s) = cuando el puerto de

I(s) = —8 1(s) (9.9)

sustituyendo en la primera ecuacién de (9.2), Vi(s) = z11(s)11(s) + z1212(s)

~ Vi(s) ) — z12(8)221(8)
=) 11(s) T om(s) (9.10)

Un procedimiento similar se puede emplear para encontrar cualquier otra funcién de red deseada.

Zentrada (3)

9.3.1. Bipuertos en serie

En algunas configuraciones de redes eléctricas, es posible simplificar el célculo de los pardmetros z;;(s), descompo-
niendo la red eléctrica en cuestion, en redes mas simples. Como ejemplo, considere el caso mostrado en la figura 9.3

I

I
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Figura 9.3. Bipuertos conectados en serie.

en donde se muestra la conexién de bipuertos en serie.

Para la red eléctrica A con los voltajes y corrientes mostrados, se define un conjunto de parametros zfj(s)

= [2°(s)]l1*(s)] (9.11)

_ r‘ﬁ(S) Zw] F(s)

z1(s)  255(s)] |15 (s)

Para la red eléctrica B se define, de manera similar, el conjunto de pardmetros zfj(s)

Vi(s) [2?1(8) 25’2(8)] F(S)
Vi(s) = = = [Z%(9)][I(s 9.12
Ve Vy(s) 231(s)  232(s)] [13(s) Z ) (912)
Al aplicar las leyes de Kirchhoff en la figura 9.3, se tiene
] _ [V | [V 019
Va(s) V3'(s) V3(s)
L)) [re]  [Be) 01
L(s)]  |15(s)]  [130s) '

de las ecuaciones (9.11), (9.12), (9.13) y (9.14), se infiere que

sy [11(8) Ii(s) . I1(s)

= [z |\ |+ 2] | = (20 + (2] (9.15)
I3(s) 13(s) I5(s)

Se concluye, por consiguiente, para una red eléctrica de dos puertos formado por dos bipuertos conectados en serie,

sus pardametros z;;(s) se pueden encontrar sumando los pardmetros z;;(s) correspondientes de las redes eléctricas

que lo constituyen.

Se debe percatar, que para una red eléctrica reciproca los elementos z12(s) y 221(s) son iguales y por consiguiente
la matriz de parametros [Z (s)] es una matriz simétrica.



9.4. Parametros y o de admitancia de corto circuito

Ahora se considera el caso 2 de la Tabla 9.1, en donde Uy (s) y Ua(s) se identifican con I1(s) e Iz(s), respectivamente.
Asi, los pardmetros k;;(s) del bipuerto son funciones de red con dimensiones de admitancia, y;;(s), que especifican
a las corrientes eléctricas de los puertos como funciones de los voltajes Vi(s) y Va(s), o sea

Ii(s) = y11(s)Vi(s) + y12(s) Va(s)
1a(5) = 921 (5)Va(s) + w22 (5)Va ) (916
en forma matricial
lh(ﬂ _ [yn(s) ma(s)] [Vals)] _ s Vi(s) .
I5(s) y21(5)  y2a(s)| |Va(s) Va(s)

Dos de los cuatro pardmetros, a saber: y11(s) y y21(s) se encuentran aplicando una fuente independiente de voltaje en
el puerto 1 y poniendo en corto circuito el puerto 2; a continuacién se miden las corrientes resultantes en cada puerto.
Los otros dos pardametros se encuentran en forma andloga, se aplica una fuente independiente de voltaje en el puerto
2y se pone en corto circuito el puerto 1. La figura 9.4 muestra las condiciones para determinar los pardmetros y;;(s).

I I
—_— —_—
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Figura 9.4. Condiciones de prueba para encontrar los pardmetros y;;(s).

En la seccién anterior se mostrd que

V(s)] = [Z(s)] [I(5)] (9.18)

Y ()] [Vs)] = [Y(5)] [2(5)] [1(5)] (9.19)

Y(s)| = [2(5)] o [Z(s)] =[Y(s)]" (9.20)

9.4.1. Bipuertos en paralelo

De manera similar para determinar los pardmetros z;;(s) de bipuertos en serie, es posible simplificar el calculo de
los pardmetros y;;(s) cuando la red eléctrica original estéd conformada por redes eléctricas de dos puertos conectadas
en paralelo.

Va

Vi



Considere la red eléctrica constituida por dos bipuertos que se presenta en la figura 9.5. Este tipo de configuracién
recibe el nombre de bipuertos en paralelo.

Figura 9.5. Bipuertos conectados en paralelo.

Para el bipuerto A, la matriz de parametros de corto circuito es

I¢(s)] [y (s fa(s)| | V(s V(s
la() [l ) [ TV 01
I3 (S)_ _921(5) y22(5)_ _Vz (3)_ V(s
para el bipuerto B
If(s)_ _y’fl(s) yI{Q(s)_ _Vlb(s)_ VP (s)
= = [Y?s .
llé)(s)_ PR A e 2
A partir de las leyes de Kirchhoff en la red eléctrica de la figura 9.5, se tiene
s (s (VP (s
e _[vee] _ e 0
Va(s) Vii(s)]  [V2(s)
11(8)] _[me], If(ﬂ 024
Ia(s) 13(s) I3(s)
considerando las ecuaciones (9.21),(9.22), (9.23) y (9.24)
L] e o o W] S
LQ(S)] = [¥*(s)] lv;@] O] | [ = el e | o (9.25)

Asi, los pardmetros y;;(s) de la red eléctrica original, se pueden determinar sumando los pardmetros y;;(s) corres-
pondientes de cada uno de los bipuertos individuales que la constituyen.

Ejemplo 9.1 Encuentre la funcién de transferencia del filtro eléctrico o ecualizador de la figura 9.6.

Solucién
Para determinar la relacién que se desea, el filtro eléctrico se puede considerar que esta constituido por las dos redes
eléctricas conectadas en paralelo, como se exhibe en la figura 9.7.



Z1 Zo

Zg wIZ3

R1 @ RQ
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Figura 9.6. Filtro eléctrico activo.

Teniendo en cuenta las propiedades del amplificados operacional ideal, esto es: ganancia del amplificador infinita,
por lo cual el potencial del nodo @ es nulo, Vg = 0; impedancia de entrada infinita, lo que implica que la corriente
en la entrada inversora es nula, I = 0 e impedancia de salida nula, se tiene

Ip, +1z,+1Ip, =1=0 (9.26)
o también

VieVi Va-Vi Vo-Vi
2z T RmR

0 (9.27)

Como consecuencia de que Vg =0 e I = 0, el nodo @ se refiere como tierra virtual. Considerando lo anterior la
red eléctrica de la figura 9.6, se puede redibujar como muestra la figura 9.7.

Note la similitud entre las redes eléctricas de las figuras 9.5 y 9.7. De la ecuacién (9.24) podemos escribir para el
sistema eléctrico o ecualizador de la figura 9.7.

9.28
Iy(s) = I3 (s) + I3(s) 029
donde para la red eléctrica pasiva
-1
[1{‘(8)1 B [yi‘l(S) yia(s)| [Vils)| lz?l(b‘) 2a(s)| [ Vils) (0.29)
13(s) ys1(s)  ysa(s)| [Vols) 251(s)  252(s) Vo(s)
y para la red eléctrica activa
Vi
O
(9.30)
Vao(s)
I3(s) = =1
2(8) R2 R2
Sustituyendo las ecuaciones (9.29) y (9.30) en la (9.28)
a a 1
Li(s) = Y1 (s)Vi(s) + yia(s)Vo(s) + 5-Vils)
1
1 (9.31)
Ia(s) = y21(5)Vi(s) + y22(5)Vo(s) + 3-Vo(s)

10



Z1 Zo
I 13
Il / Z3 \ [2
—_— <
O O
+ +
b b
Vi h Ry = Ry g Vo
o o
Figura 9.7. El filtro eléctrico activo de la figura 9.6.
también, con la ecuacién (9.26) y teniendo en cuenta que Iz, = I + I§
IP(s) + I8(s) + IS(s) + I5(s) = I1(s) + I(s) = 0 (9.32)
por lo que
a a 1
Vo (s) Y11 (s) +y5:(s) + R
V‘_’(S) =- T (9.33a)
! yia(s) + ys(s) + N
2
ecuacién que en funcién de Zy(s), Z2(s) y Z3(s) resulta
Z L1
Vo(s) _ leg —+ Z1Z3 —+ ZQZg R1 (9 33b)
Vi(s) Z1 1 ’

-
I Lo+ Z1 s+ ZoZg Ry

9.5. Parametros hibridos

A continuacién se presentan dos conjuntos de pardametros que difieren en cuanto a la naturaleza de los vistos en las
dos secciones anteriores. Se denominan parametros g y parametros h y colectivamente parametros hibridos. Este
nombre resulta apropiado ya que los elementos individuales de cada conjunto tienen dimensiones diferentes.

9.5.1. Parametros g

Los pardmetros g de un bipuerto son las funciones de red g;;(s) que especifican la corriente eléctrica del puerto 1y
el voltaje del puerto 2 como funciones de las otras variables. La forma general de estas relaciones son

_ [911(5) 912(5)

921(5) 922(8)

Il (S)
Va(s)

Vi(s) Vi(s)
_[2(8) IQ(S)

Dos de los cuatro pardmetros se encuentran aplicando una fuente independiente de voltaje como entrada en el
puerto 1 y poniendo en circuito abierto el puerto 2. Los otros dos parametros se encuentran aplicando una fuente
independiente de corriente como entrada en el puerto 2 y poniendo en corto circuito el puerto 1. En la figura 9.8 se

= [G(s)] (9.34)

11



muestran las condiciones de prueba mencionadas.

Il Il
— —
————o
i
Il Il
- ——0 = —
g11 Vi | o gi2 T, lvizo
—— 00
+ +
Vi Va Va
Va - Va -
= — ——o [ g—
g21 Vi I r2=o0 922 Iy Tvi=o0

Figura 9.8. Condiciones de prueba para encontrar los pardmetros g;;(s).

A partir de los pardmetros g;;(s) es posible encontrar cualquier otro conjunto de pardmetros, si tal representa-
cién existe. Como ejemplo de lo anterior, a continuacién se determina la relacién entre los pardmetros g;;(s) y los
pardmetros y;;(s).

De la segunda ecuacién de la (9.16)

Ir(s) = ya1(s)Vi(s) + y22(s)Va(s) (9.35)
despejando a Va(s)
_ y2a(s) 5 1 5
VQ(S) B y22(8)V1( )+ y22(3)12( ) (9.36)

y comparando con la segunda ecuacién de la (9.34)

Va(s) = ga1(s)Vi(s) + gaa(s)I2(s) (9.37)
se tiene
y21(5)
s) =— 9.38
2= 0 (9%
y
(5)= — (9.39)
922 y22(5) .
De la primera ecuacién de la (9.16)
Ii(s) = y11(s)Vi(s) + y12(s)Va(s) (9.40)
sustituyendo la ecuacién (9.36) en la ecuacién (9.40) y reacomodando términos
y11(8)y22(s) — y12(s)y21(s) y12(s)
I (s) = Vi(s) + Ir(s 9.41
1( ) y22(8) 1( ) y22(8) 2( ) ( )

que tiene la forma de la primera ecuacién de la (9.34)
Ii(s) = gu1(s)Vi(s) + g12(s)L2(s) (9.42)

12
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comparando las ecuaciones (9.41) y (9.42)

g (s) = y11(8)y22(22;$12(8)y21(8) (9.43)
y
g12(s) = ‘Z;zg; (9.44)

Resumiendo, de las ecuaciones (9.38), (9.39), (9.43) y (9.44) se puede escribir

lgn(s) 912(8)] 1 [det [Y(s)] y12(8)]

921(8)  ga2(s) :y22(3) —y21(9) 1

(9.45)

donde det [Y (s)] = y11(s)y22(s) — y12(s)y21(s).

Es importante acentuar que para una red eléctrica de dos puertos dada, si los pardmetros y;;(s) existen, los pardme-
tros g;;(s) también existirdn si y sélo si ya2(s) # 0.

9.5.2. Parametros h

Los pardmetros h de una red eléctrica de dos pueros son las funciones de red h;;(s) que especifican el voltaje del
puerto 1 y la corriente eléctrica del puerto 2 como funciones de las otras variables, es decir de I1(s) y Va(s). Las
relaciones en forma matricial son

Il (S)
Va(s)

11(5)

(o) (9.46)

Vi(s) _ [hn(S) hia(s) — [H(s
I(s) hai(s)  haa(s)

Dos de los cuatro pardmetros se encuentran aplicando una fuente independiente de corriente como entrada en el
puerto 1, y poniendo en corto circuito el puerto 2. Los otros dos parametros se encuentran aplicando una fuente
independiente de voltaje de entrada en el puerto 2 y poniendo en circuito abierto el puerto 1. En la figura 9.9 se
muestran estas condiciones de prueba.

= -
I Vi W1
Vi - Vi -
hi1 = — his = — o—
1 I lva=0 12 Vo l =0
I2 I2
< <
o |
I
.[2 I2
hop = — hoo — —= o
2 I lwv=0 122 Vo ln=o

Figura 9.9. Condiciones de prueba para encontrar los parametros h;;(s).

Si se comparan las ecuaciones (9.34) y (9.46), se infiere que la matriz de pardmetros h y la matriz de pardmetros g
satisfacen la siguiente relacién

[H(s)] = [G(s)] " o [G(s)] =[H(s)] (9.47)

13
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9.6. Parametros ABCD o parametros de transmision

Los dos ultimos conjuntos de pardametros que se estudian difieren totalmente de los que se han visto hasta ahora.
La primer diferencia consiste en que Uy (s) y Ua(s) ya no son variables de uno y otro puerto. Ahora Ui (s) y Ua(s)
representan a Vi (s) e I1(s) y Wi(s) y Wa(s) corresponden a Va(s) y —I2(s). Asimismo, la razén por la que a I5(s)
se le asigna un signo negativo se aclarard mas adelante. Los coeficientes k;;(s) de la ecuacién (9.1) se indican por
los términos A(s), B(s), C(s) y D(s), por lo que

Vi(s) A(s) B(s)| | Va(s) Va(s)
I (s) C(s) D(s)| [—1a(s) —Ix(s)
Para una red eléctrica de dos puertos dada, los pardmetros ABC'D o de transmisién se pueden determinar aplicando
fuentes independientes de entrada de manera semejante a lo que se hizo antes para encontrar los pardametros de

las secciones anteriores. Para ver lo anterior, considere la primera ecuacién de la (9.48); si el puerto 2 se pone en
circuito abierto, entonces —I(s) = 0, y por consiguiente

= [T(s)] (9.48)

Vi(s) = A(s)Va(s) (9.49)

Para implementar una situaciéon de prueba semejante a lo que se hizo antes, se aplicaria una fuente independiente
ideal de voltaje en el puerto 2. Se hace énfasis en el término fuente independiente ideal de voltaje, para tener presente
que su impedancia es nula y como se ha supuesto que —I3(s) = 0, lo que a su vez implica una impedancia infinita,
esta situacién ocasiona una incongruencia. Para obviarla, V;(s) se convierte en la entrada y V5(s) en la salida. Asi,
el pardmetro A(s) se puede encontrar a partir de la siguiente ecuacién

1 - VQ(S)
A(s)  Vi(s) | —1a(s)=0

entonces el pardmetro A(s) resulta ser el reciproco de la razén del voltaje de circuito abierto del puerto 2 al voltaje
del puerto 1 de la red eléctrica de dos puertos.

(9.50)

Si ahora ponemos en corto circuito el puerto 2, V5(s) = 0, la primera ecuacién de la (9.48) es

Vi(s) = =B(s)x(s) (9.51)

sin embargo, si se sigue un razonamiento semejante al realizado para el célculo de A(s); se concluye que V;(s) debe
ser la entrada y —I5(s) la respuesta, y por lo tanto

1 _ 7]2(8)
B(s)  Vi(s)

Para el encontrar los pardmetros C(s) y D(s), se recurre a la segunda ecuacion de la (9.48) y se procede de forma
andloga para la determinacién de A(s) y B(s), por consiguiente

(9.52)

V2 (5):0

1 _ Vals)

C(s) I(s ‘712(3):0 (9.53)
1 o —IQ(S)

m — I(s) [ vas)=0 (9.54)

En la figura 9.10, se muestra las condiciones de prueba para obtener los elementos que constituyen la matriz de
transmisién.

A continuacién, se encuentra, la relacién entre los pardmetros z y los pardmetros de la matriz ABCD.

Despejando a Va(s) de la segunda ecuacién de la (9.48)

1 D(s)
C(S) Il($> + C(S) IQ(S)

sustituyendo la expresién anterior en la primera ecuacién de la (9.48) y rearreglando términos

Va(s) = (9.55)

14



_[2

—_—
——o
_|_
Vi Va Vi
1 N ‘/2 - 1 i —IQ
A Vi l-n=o B Vi lw=o
I
—_
——o
+
Il ‘/2 [1
LB o Ll -k
C I l-n=o D I lv=0
Figura 9.10. Condiciones de prueba para encontrar los parametros ABC'D o de transmisién.
A(s) A(s)D(s) — B(s)C(s)
Vi(s) = I 9.56
1(s) B 1(s) + B 2(s) (9.56)
comparando las ecuaciones (9.55) y (9.56) con la ecuacién (9.2), se tiene
z11(8)  z12(8) ! A(s) det [T(s)] (0.57)
201(s) zaa(s)|  C(s) | 1 D(s) '

donde det [T(s)] = A(s)D(s) — B(s)C(s).

Vale la pena reparar que en las definiciones de los parametros ABCD, cada uno de ellos define una funcién de
transferencia entre una variable del puerto 2 y otra del puerto 1. Es decir, todos los parametros estan relacionados
con la transmisién de una senal del puerto 1 al puerto 2; es por esto que reciben el nombre de pardmetros de
transmision.

9.6.1. Bipuertos en cascada

Hay algunas conexiones de redes eléctricas de dos puertos para las cuales los parametros ABC' D de cada una de las
redes eléctricas que la integran pueden emplearse para encontrar la matriz de transmision de toda la red eléctrica
de dos puertos. Para ver esto, considere los dos bipuertos conectados en cascada que se muestran en la figura 9.11.

I Iy —Ig It b4 —I
O—> — — — — _>O
-~ + - ~ + +
Vs

O

O

14 A A 143 vy B VP

Figura 9.11. Bipuertos conectados en cascada.

Para el bipuerto A, se tiene

A%*(s) B%(s)
Ce(s) D(s)

V3'(s)

9.58
—I5(s) 2%
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y para el bipuerto B

Vlb(s)
I7(s)

AP(s)  B%(s)
C%(s) D'(s)

V3(s)

1) (9.59)

En la figura 9.11, es cierto que Vi(s) = Vi(s), I1(s) = I¢(s), V5i(s) = VP(s), —I5(s) = I¥(s), VP(s) = Va(s) y por
tiltimo —I5(s) = —I5(s). Considerando lo anterior y las ecuaciones (9.58) y (9.59); la matriz de transmisién de la
red eléctrica de dos puertos formada por los bipuertos A y B es

V1 (S)
Il (S)

. Qué se puede decir sobre el sentido o signo negativo de I5(s)?

A%(s)  B(s)
Ce(s) D%(s)

Ab(s)  Bb(s)
C%(s) D(s)

Va(s)
—Ig (8)

(9.60)

El tdltimo conjunto de pardmetros que se presenta, es el que se denomina pardmetros o/ B%€ %, el cual se define
como

IQ(S) —Il (8)

la matriz cuadrada recibe el nombre de matriz de pardmetros &/ #% % o matriz inversa de los pardmetros de
transmisién, 7”(s). Debido a su poca aplicacién en la prictica, tinicamente se hace mencién de ella.

(9.61)

) V(S) (s)
C(s) 9(s)

9.7. Aplicaciones

Para continuar, se encuentran algunas funciones de red que son de interés en el estudio, andlisis y la sintesis de las
redes eléctricas.

Considere la red eléctrica de la figura 9.12

Z. I I
—_— <
- -
Vs Vi — - ¥ Zn,
Z 3 Z o

Figura 9.12. Bipuerto conectado a una fuente independente de voltaje y a una carga eléctrica.

La primera funcién de red que se determina es la impedancia de entrada Z;(s), esto es, la impedancia “vista” desde
la fuente independiente de voltaje V,(s) con una impedancia interna Z(s), cuando una carga eléctrica Z, (s) estd
conectada al puerto de salida. Conocer Z;(s) es importante, ya que permite hacer una evaluacién de la eficiencia en
la potencia que se suministra a la carga eléctrica. De la figura 9.12 se obtiene

Va(s) = =Z,(s)I2(s) (9.62)

sustituyendo la ecuacién (9.62) en la (9.16) y acomodando términos, resulta

S VAG) _ um(9) Y, (9)

Zi(s) = I(s) " det [Y(s)] +y11(8)Y, (s) (9.63)
donde )
Y= 5
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La segunda funcién de red que se encuentra es la impedancia que “ve” la carga eléctrica, cuando una fuente
independiente con impedancia interna Z,(s) se conecta al puerto de entrada de la red eléctrica. Esta impedancia
a la que se denomina de salida y se representa por Z,(s) permite evaluar la impedancia de acoplamiento que se
conecta al puerto de salida de la red eléctrica. Para su célculo, es necesario cancelar la fuente independiente Vi (s);
por tanto

Vi(s) = =Z4(s)I1(s) (9.64)

sustituyendo la expresién anterior en la segunda ecuacién de la (9.16) y adecuando términos

2 Vals) p(s) + Y4 (5)

Zo(s = 9.65
() I(s)  det [Y(s)] + y22(s)Y(s) (9.65)
donde
1
s(s) 7.)
Ahora se determina la funcién de red de las corrientes eléctricas, que se define como
A —Ix(s)
H;(s) = 9.66
(0232 (9.66)
sustituyendo la (9.62) en la segunda ecuacién de la (9.2)
Va(s) = zo1(8)11(8) + 2z22(s) [2(s) = —Z, (s)I2(s) (9.67)
que implica
—I5(s) z91(s
H;(s) = = 9.68
R T e O RS A (9.65)
V
Finalmente, se obtiene la funcion de transferencias de los voltajes, H,(s) £ VZES)’ para lo cual se sustituye (9.62)
1(Ss
en la segunda ecuacién de la (9.16), y se obtiene
Va(s) —y21(s)
H,(s) = = 9.69
NG T i) + %6 .
9.8. Desarrollo
9.8.1. Experimento 1
Construya la red eléctrica de la figura 9.13
R, b R )
—\VV -t AVAVAY. L. V. (t) = 8 sen(2000 7 t) [V]
T y R, = 1kQ
VSCD Vi R R | W R, R=1kQ
. . R, =1kQ

Figura 9.13. Red eléctrica en configuracién delta.

Realice las mediciones necesarias para determinar:
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a) La impedancia de entrada, Z;(s).

b) La impedancia de salida, Z,(s).

d) La funcién de transferencia, H,(s).

)
)
¢) La funcién de transferencia, H;(s).
)
e)

Compare sus mediciones y cédlculos realizados con los valores tedricos obtenidos por medio de las ecuaciones
(9.63), (9.65), (9.68) y (9.69). ;Qué concluye?

9.8.2. Experimento 2

Construya la red eléctrica de la figura 9.14, y repita los incisos del experimento 9.8.1.

R, Dh.i R )
%—0%% E o V,(t) = 8 sen(2000 7 t) [V]
o yo Ry = 1kQ
1 1 1
VSG) Vi §R DV §RL R =2 kO
: : R, =1kQ

Figura 9.14. Red eléctrica en configuracién estrella.

Compare los resultados obtenidos en ambos experimentos. ;Qué se puede concluir? ;Era de esperarse?

9.8.3. Experimento 3

El circuito eléctrico de la figura 9.15 constituye un esquema para construir una banda elemental de un equalizador
de magnitud que trabaja en el rango de frecuencias de audio. Note que el capacitor C'; conectado en paralelo con
el potenciémetro Ry puede considerarse como un circuito eléctrico en configuracién delta, por lo que al sustituirse
por su circuito equivalente en configuracion estrella, el circuito eléctrico que resulta se puede representar por el que
se presenta en la figura 9.6.

La funcién de transferencia del circuito eléctrico de la figura 9.15 tiene la forma

Va(s) as® +bs+d
Hy(s) = _— .
() Vi(s) as?+cs+d (9:70)

donde

a = C1CoR Ry (Ry + 2Rok(1 — k) 4 R3)

b=2C1RiRy + C2R1 (R1+ R + R3) + CoRo (1 — k) (kR2 + R3)
¢=2C1R1Ry + CaR1 (R1 + Ra + R3) + CoRok ((1 —k)R2 + R3)
d=2R; + Ry

a) Determine los coeficientes a, b, ¢ y d para los valores de elementos eléctricos de la figura 9.15. Sustitiyalos en
la ecuacién (9.70) y compare la funcién de transferencia que resulta con la ecuacién (9.71). ;Que conclusiones
se pueden colegir?

b) Observe en el osciloscopio la curva de magnitud de V, en funcién de 27 f, para 0 <k < 1.

¢) Lo qué observa en el osciloscopio era de esperarse? ;Por qué?
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Ry kR, (1-Kk)Ry Ry
VAT VAV Ry =10 k0
Ry =100 kQ
—_— G R3 = 1MQ
Rs Rs Ci=56nF
1 NNN—F— Cy =560 pF
+ +
Vi Va

Figura 9.15. Banda fundamental de un ecualizador de magnitud.

d) Para k = 0, determine: el ancho de banda, factor de calidad, frecuencia central y ganancia. Para realizar lo
anterior, mida lo necesario o encuéntrense tedricamente.

e) Si se desea que el circuito eléctrico de la figura 9.15, presente las mismas caracteristicas en cuanto al ancho
de banda, el factor de calidad y ganancia en otra frecuencia igual al doble de la frecuencia central que se
determiné en el inciso anterior. ;Cudles deben ser los nuevos valores de Cy, Cs, Ry, Ry y R3?

f) Compruebe lo anterior en forma experimental y muéstrelo al profesor.

9.9. Equipo necesario

1 Osciloscopio
1 Generador de funciones
1 Multimetro

9.10. Material necesario

11 Resistores de 1k, 0.5 watt

2 Resistores de 10kS2, 0.5 watt

2 Resistores de 1 M€, 0.5 watt

1 Potenciémetro de 100 k2

1 Capacitor 2.7 nF

1 Capacitor 270 pF

1 Capacitor 5.6 nF

1 Capacitor 560 pF

1 Amplificador operacional TL0O82 o equivalente

9.11. Cuestionario previo

1. Encuentre la matriz de pardmetros [Z(s)] y la matriz de pardmetros [Y (s)] de los circuitos eléctricos que se
muestran en la figura 9.16.
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];» /\/R\C/'\/ 4& L» Ra Rb 4&
+ + + +

(a) (b)

Figura 9.16. (a) Red eléctrica en configuracién delta. (b) Red eléctrica en configuracién estrella.

2. A partir de los resultados obtenidos determine:

a) Los valores de las resistencias del circuito eléctrico en configuracién delta en funcién de las resistencias
del circuito eléctrico en configuracién estrella para que ambos sean equivalentes.

b) Los valores de las resistencias del circuito eléctrico en configuracién estrella en funcién de las resistencias
del circuito eléctrico en configuracién delta para que ambos sean equivalentes.

3. Encuentre para cada una de las redes eléctricas de la figura 9.16:

a) La impedancia de entrada, Z;(s).

C

)

b) La impedancia de salida, Z,(s).
) La funcién de transferencia, H;(s).
)

d) La funcién de transferencia, H,/(s).
4. Demuestre la validez de la ecuacién (9.33b).
5. Si la funcién de transferencia de una red eléctrica estd dada por

Va(s) 3136 x 107%(10.1 + 2k(1 — k))s® + (4.665 + 5.6(1 — k) (k + 10))s + 120 x 10° 0.71)
Vi(s)  3.136 x 10-4(10.1 + 2k(1 — k))s2 + (4.665 + 5.6k((1 — k) + 10)s + 120 x 103 '

Bosqueje y acote con un software de graficacién adecuado, la respuesta en frecuencia de dicha red eléctrica
parak=0,k=05y k=1.
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