INDUCCION ELECTROMAGNETICA
Ley de Faraday

En este capitulo se estudian campos magnéticos que varian en el tiempo, estos campos variantes
inducen o producen campos eléctricos los cuales a diferencia de los que se han estudiado hasta
ahora no se originan y terminan en cargas eléctricas positivas y negativas respectivamente, sino
que se cierran sobre si mismos.

En 1831, Michel Faraday observd que cuando se perturba un flujo magnético concatenado a una
trayectoria conductora cerrada, un voltaje o una fuerza electromotriz (fem), se induce y se produce
una corriente eléctrica en la trayectoria conductora cerrada. La forma matemadtica de /la ley de
Faraday es

fem=-22 V] = [WT”] (5.1)

donde ¢ es el flujo magnético que pasa a través de cualquier superficie abierta limitada por una
trayectoria cerrada. Las situaciones para las cuales la variacion del flujo magnético con respecto a
tiempo es diferente de cero, son:

Que haya un movimiento relativo entre un flujo magnético que no cambia con el tiempo y
una trayectoria conductora cerrada. Véase la figura 5.1.

Un flujo magnético que varia en el tiempo y que enlaza una trayectoria conductora cerrada
estacionaria. Véase la figura 5.2.

Una combinacidn de las situaciones anteriores.

Se debe enfatizar que el flujo magnético producido por la corriente eléctrica inducida se opone a
que el flujo magnético original varie. Esta aseveracion se conoce como la ley de Lenz y es la razén

por la que aparece el signo negativo en la ecuacion (5.1). (Heinrich Friedrich Emil Lenz (1804 —
1865)).

Si la trayectoria cerrada considerada en esta ecuacion incluye N vueltas coincidentes, el flujo que
pasa a través de cada una de ellas es el mismo y la ley de Faraday se expresa como

a¢

fem = _NE

(5.2)

En la figura 5.1, se muestra un conductor recto y una espira que se mueve a una velocidad v.
Cuando la espira se mueve hacia la derecha, la induccidn magnética del conductor recto aminora
por lo que el flujo eléctrico a través de la espira también se reduce, esta variacién del flujo induce
una corriente en la espira con una direccidn en sentido horario para inducir otro campo magnético
que se opone a que cambie el flujo magnético inicial. Si la espira se abre ninguna corriente circula a
través de ella, y la fem aparece como un voltaje en los extremos. Cuando la espira se mueve hacia
la izquierda el flujo magnético a través de ella aumenta, nuevamente esta variacion del flujo



induce una corriente cuyo sentido es tal que tratara de que el flujo original aumente. Esta forma
de producir una fem con un campo magnético estacionario en una trayectoria o circuito que
cambia con el tiempo se denomina accidn del generador o fem de movimiento.
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Figura 5.1 La ley de Faraday, accion de generador o fem de movimiento.

En la figura 5.2, se presenta una densidad de flujo magnético que varia en el tiempo y enlaza una
trayectoria cerrada conductora estacionaria. ¢ Podria usted dar una explicacién detallada de lo que
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Figura 5.2. La ley de Faraday, accién de transformador.

Cuando la fem se genera por medio de un flujo magnético que cambia en el tiempo en una
trayectoria cerrada estacionaria, este modo recibe el nombre de accidon de transformador.



Fuerza electromotriz producido por movimiento

En la figura 5.3 se presenta la seccidn de una espira rectangular conductora estatica de resistencia
despreciable con un voltimetro insertado en uno de sus extremos y un conductor que se desliza
sobre ella con una velocidad v = va,, [M/s]. Determine la lectura V,,;, que registra el voltimetro.
Recordando que una carga eléctrica g que se mueve a una velocidad ¥ en una regién donde existe
un campo de induccién magnética B = Ba,,, experimenta una fuerza F = q¥ X B. Con este hecho
en mente, en el conductor que se desplaza, las cargas positivas son forzadas hacia el extremo
inferior del conductor y en el extremo superior se tiene un exceso de cargas negativas.
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Figura 5.3. Fem inducida por movimiento.

- , .. = F ..
Por consiguiente hay un campo eléctrico E = 7 dentro del alambre conductor mavil. En el punto

de equilibrio, la fuerza de origen eléctrico dirigida desde la parte inferior a la superior del alambre
estara en equilibrio con la fuerza de origen magnético dirigida desde la parte superior a la inferior.
Asi

=vXB=E (5.3)

Q|

Se puede concluir ahora, que un conductor que se mueve con una velocidad constante ¥

perpendicular a un campo magnético B, desarrolla dentro de él un campo eléctrico E dado por la
expresion anterior. Este campo eléctrico establece una diferencia de potencial entre los dos
extremos del alambre que se mueve. Y dado que el gradiente de potencial tiene direccidn opuesta

al campo eléctrico, se tiene que el voltaje leido por el voltimetro es
fem=V,, = —El = —vBI (5.4)

Una alternativa para deducir este resultado consiste en considerar que el campo eléctrico dentro
del conductor movil establece una corriente eléctrica que circula por el conductor fijo en sentido
de las manecillas del reloj. Esta corriente eléctrica también circula a lo largo del conductor movil
por lo que se ejerce sobre dicho conductor una fuerza dirigida hacia la izquierda (como se muestra



en la figura) de valor F = ilB. En consecuencia, se requiere una fuerza exterior, de valor idéntico a
la fuerza anterior pero de sentido opuesto (esto es Foyterior = —F), que realice el trabajo para
mantener el movimiento original dirigido hacia a,,. El diferencial de trabajo que se realiza en el
tiempo dt, estad dado por el producto de la fuerza por el diferencial de la distancia, esto es

dW = —Fds = —Fvdt

. - . d
Sustituyendo el valor de la fuerza magnética y recordando que i = d—z

dW = —ilBvdt = —vBldq

_aw Bi
g_dq =-v

nuevamente.

Si se recurre a la ecuacidn (5.1), el flujo magnético a través de la superficie formada por los brazos
de la espira y el conductor en movimiento

g L[ b
fem=-Gr="a Cdt),o)m0 G+ QY C20x

d
= ——Byl = —-Bvl
fem 7t 5 v

otra vez.

La fuerza por unidad de carga dada por la ecuacidn (5.3) recibe el nombre de intensidad del campo
eléctrico del movimiento, esto es

E,=7"XxB

Y recordando que la fem también se definié6 como fem = § E - dl; en términos de la ley de
Faraday se tiene

fem=¢E,-dl=¢(@ xB)-dl (5.5)

Integrando en sentido contrario al movimiento de las manecillas de reloj alrededor del contorno
formado por los brazos de la espira y el conductor en movimiento (de tal forma que los vectores
correspondientes al campo magnético y la superficie encerrada por el contorno tengan la misma la
direccién y sentido)

! !
fem = f (va, x Bay) - dla, = j —vBa, - dla, = —vBl
0 0

el valor de la fem, que asi se determina, tiene el mismo resultado obtenido de antemano.

Con la regla de la mano derecha, la cual se muestra en la figura 5.4, se obtienen los sentidos
relativos de la fem, del campo magnético y del movimiento. Con los dedos pulgar, indice y medio o
del corazén de la mano derecha, de manera tal que sean perpendiculares entre si. Si el pulgar



sefiala el sentido del movimiento, el dedo indice el del campo magnético, el dedo del corazén
indicara el de la corriente inducida en un circuito cerrado.

Figura 5.4 Regla de la mano derecha.

Fuerza electromotriz producido por un flujo magnético que cambia en el tiempo

Nuevamente, de la ley de Faraday

femEgﬁE-aTl=—% (5.6)

Si la trayectoria cerrada, que es atravesada por la induccién magnética B, es fija o estacionaria,
entonces se puede diferenciar a B dentro del signo de la integral parcialmente con el tiempo. Esto
es

fem=-2[[B-dA=-[{% 4 (5.7)

Del teorema de Stokes, el cual establece para un vector arbitrario V
¢V -dl=[[VxV-dA (5.8)
De las ecuaciones (5.6), (5.7) y (5.8) se tiene

= 0B

VXE = 2t (59)

Nétese particularmente que si hay variaciones en tiempo, E no es conservativo (V X E # 0). Esta
ecuacion se denomina forma puntual de la ley de Faraday.

Ejemplo 1
Suponga que la densidad de flujo magnético

B = B,cos(wt)a, [T]



en coordenadas cilindricas, atraviesa la superficie encerrada por la trayectoria circular de radio a
localizada en el plano z = 0, que se muestra en la figura 5.5. Encuentre Ey en el conductor circular

Figura 5.5 Trayectoria y superficie circulares.

2T d a 271
fem = J;) Egay -adp ay = _E-];) L B,cos(wt)a, - drrdoa,
d
fem = 2maEy = —EBona2 cos(wt) = Bymra’wsen(wt) [V]

B,aw 4
E = —_
® 5 sen(wt) [ ]

Este resultado, también se puede obtener a partir de la ecuacidn (5.9) y recordando que el
rotacional en coordenadas cilindricas estd dado por

_ (10H, 0H4 0H, 0H, 1(/9(pHy) 0H,
H=|-——2_22¢ P _ z _r
v <pa¢ az>“/’+<az ) o\ T 9 )

la(rEqﬁ) __0(Bycos(wt))

(VXE), = — o 5% = B,w sen(wt)
d(TE,
M = rB,w sen(wt)

or

Integrando con respecto ar

B,rw
Ey = > sen(wt) + C

El valor de C se puede determinar notando que si B no cambia en el tiempo o si w = 0 entonces
E4 = 0; por lo que C debe ser igual a cero. Asi

B,aw

vV
E¢|r=a= > sen(wt) [E]

nuevamente.



Si consideramos ahora las dos acciones (del generador y del transformador) en forma simultanea,

y recordando la definicidn de flujo magnético, resulta

d d (- o _
fem = ——¢(t)=——fB- Az—fa(B-dA)

dt dt
~ aB S ddA

fem = fa ot

fem=¢g= — Z—f-ﬂ+§3(ﬁx§)-cﬂ (5.10)

El segundo término del lado derecho de la ecuacidn anterior corresponde a la ecuacién (5.5),

recibe el nombre de fem del movimiento, se relaciona con la producida por maquinas eléctricas

rotatorias.

El primer término del lado derecho corresponde a la ecuacién (5.7), se denomina fem del

transformador, ya que se tiene el mismo resultado en los devanados de un transformador cuando

un flujo magnético cambia con el tiempo.

Aqui es oportuno recordar (repasar) la regla de la integral de Leibniz (Gottfried Wilhelm Leibniz,

(1646- 1716)), la cual ésta esta dada por
d b(x)
dx

a(x)

¢Encuentra alguna relacién entre ella y la ecuacion (5.10)?

Fem inducida por una bobina cuadrada en rotacién

— f(x u)du—fif(x wdu + f(x b)@—f(x a)E
’ ) oax’ " dx " dx

Considere un conjunto de N espiras conductoras que giran alrededor del eje x con una velocidad

angular w en una regién donde esta presente una induccién magnética B = Ba,.

El flujo magnético que atraviesa el area A = ab de cada una de las espiras esta dado por

¢ = BAcos a

La fem inducida se determina a partir de la ley de Faraday

=—N dé = NBA da
€= P sena It
donde x = wtyda = w dt. Asi
d¢
& =—N—=NBAw sen wt

dt
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Figura 5.6. Fundamento de un generador de ca.

De manera similar, empleando la ecuacién (5:10), dado que la inducciéon magnética B es constante

y que ¥ X B - dl es cero para los lados de la bobina perpendiculares al eje de rotacién. éPor qué?

(b)

Figura 5.7. (a) Fem alterna inducida por una bobina rectangular en rotacién. (b) Fem en un solo
sentido provocado por el conmutador.

Para una espira

a 0
€= f vBsen a (+a,) - dxa, + J vBsen a (—a,) - dxa,
0 a



y notando que la velocidad tangenciales v = w b/2
E= szsen wta+ szsen wt a = Babw sen wt

Al considerar las N espiras se tiene el mismo resultado obtenido antes.

Cuando este voltaje ca (de corriente alterna) se conecta a una resistencia de carga por medio de
unos anillos rozantes o deslizantes. En la figura 5.7(a) se muestra la forma de onda en la
resistencia.

Un voltaje cd (de corriente directa) se puede obtener si se cambian los anillos deslizantes por un
anillo seccionado denominado colector o conmutador, como se muestra en la figura 5.8. El
conmutador es un anillo de cobre segmentado con un par de carbones que hacen contacto con las
terminales de la carga. En la figura 5.7(b) se observa el voltaje presente en las terminales de la
resistencia de carga.

Figura 5.8. Colector o conmutador para obtener una fem de cd.

Carbones”

Conmutador

Figura 5.9. Fundamento de un generador de cd.
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Figura 5.10. Fem inducida por dos bobinas normales entre si.

Este voltaje pulsante en la resistencia de carga se puede hacer mas uniforme si se conectan a ella
diversos cuadros de bobinas cuyos planos estén desplazados uno de otro un mismo angulo. Como
ejemplo en la figura 5.9 se pueden apreciar dos cuadros perpendiculares entre si y el conmutador
correspondiente. El voltaje resultante, linea continua, en la resistencia de carga se ve en la figura
5.10, donde los voltajes de cada bobina estan desfasados 90°.

Concepto de inductancia

Como se ha visto, una corriente eléctrica i establece una induccién magnética B. Cuando la
corriente eléctrica varia con el tiempo, la densidad de flujo magnético también y por consiguiente
el flujo magnético proporcional a la intensidad de la corriente igualmente cambia. En forma
matematica lo anterior se puede escribir como

P (t) = Ki(t) (5.11)

donde K es un factor que depende entre otros de la forma y la dimension del circuito. Véase la
figura 5.11. Por consiguiente, como consecuencia de la ley de Faraday, cuando en un circuito varia
la corriente eléctrica, se induce una fem ocasionada por la variacién de su propio flujo magnético.
Esta fem recibe el nombre de fuerza electromotriz autoinducida.

Si el circuito eléctrico consta de N espiras y cada una de ellas es atravesada por el flujo magnético,

entonces

g=-—N2O _ _ygd® _ 4D

&) = (5.12)
dt dt dt
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Figura 5.11. Espira con una corriente eléctrica y su induccidn magnética.

La constante L se denomina inductancia propia o simplemente inductancia. Sus unidades son
henrios [H]. A partir de la ecuacion (5.12), se puede encontrar la definicién de la inductancia

dop(t)  di(t)
N dt =1L dt

Integrando
N (t) = Li(t) + C;

Pero dado que el flujo magnético es proporcional a la corriente eléctrica; cuando i(t) = 0 también
¢(t) = 0. Asi la constante C; = 0y la inductancia se define como

L= (5.13)

En la figura 5.12 se muestra el simbolo del inductor cuya propiedad eléctrica es la inductancia. El
inductor, es un elemento que almacena energia en forma de campo magnético, se opone a las
variaciones abruptas de la corriente eléctrica y se emplea en la sintesis de filtros eléctricos al
combinarse con resistores y condensadores.
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Figura 5.12. (a) Inductor ideal. (b) Inductor real.
Como se recordara, la diferencia de potencial en un circuito eléctrico, en general, esta dado por

V=S Ri—Ye

por lo que para el inductor (ideal), figura 5.12(a), el voltaje en el inductor es



di(t)
de

V=L (5.14)
Un arquetipo que aproxima de manera mas adecuada el comportamiento del inductor se muestra
en la figura 5.12(b). Esto es porque el inductor en su forma mds simple se construye mediante un
devanado o arrollamiento de un conductor y como se sabe todo conductor tiene una resistencia,
por lo que existe una resistencia inmanente del inductor. Asi el voltaje en este este modelo es

di(t)

V= L7+T‘i(t) (5.14)

Inductancia mutua

En esta seccidn se estudia el efecto de un flujo magnético que varia con el tiempo y que es comun
a dos o mas devanados o bobinas. Los devanados colindantes que comparten un mismo flujo
magnético se dice que estan mutuamente acoplados. Asi, cuando la corriente eléctrica en uno de
los devanados cambia, se ocasiona o induce un voltaje en el otro devanado.

Considere la figura 5.13, en la que se muestra el esquema de dos bobinas (circuitos) acopladas
magnéticamente.
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Figura 5.13. Circuitos eléctricos magnéticamente acoplados.

Las lineas del flujo eléctrico ¢;1 causadas por la corriente eléctrica i1, en el circuito 1 dan lugar a
una inductancia propia Li;. Asimismo las lineas de flujo eléctrico ¢,, debidas a la corriente
eléctrica i, en el otro circuito son responsables de la inductancia propia L.

Por otro lado, las lineas del flujo magnético ¢,, producidas por i, estdn concatenadas con el
circuito 1, dando lugar a la inductancia mutua L;,. Lo mismo puede decirse de ¢,4, esto es: el
flujo ligado al circuito 2 es proporcional a la corriente en el circuito 1 y de aqui se tiene L,4. Asi

Ly, = N1i<f12
L Nythys (5.15)
21 — .

11

Estas inductancias reciben el nombre de inductancias mutuas. Se dice que son simétricas, lo que
implica que
Lip =Ly (5.16)



Ejemplo 2

Encuentre la inductancia de: a) un cable coaxial de longitud [, con un dieléctrico de permeabilidad
U, mostrado en la figura 5.14. b) un toroide de N vueltas devanadas sobre un molde de madera,
gue tiene una seccidn transversal de radio a y radio medio r, como se observa en la figura 5.14.
¢) un solenoide de N vueltas devanadas sobre un molde, con nicleo de aire, que tiene una
seccion transversal cuadrada ab con una longitud .

Malla metalica di

(a) (b)
Figura 5.14. (a) Cable coaxial. (b) Bobina toroidal (toroide).

a) Antes de obtener la inductancia del cable coaxial, con el propédsito de familiarizarnos con la ley
circuital de Ampere, por medio de ella se determina el campo magnético en diversas regiones
del cable.

También con la finalidad de simplificar lo mas posible, se define la excitacion magnética o

. . O . A
intensidad del campo magnético H, cuyas unidades son amperes por metro [;], como

B=pu,H (5.17)
para el espacio libre. En términos de H, la ley de Ampére se puede escribir entonces como
$H-dl=i=[[]-dA (5.18)
Es conveniente establecer una analogia entre los campos eléctrico y magnético. En términos de
similitud de sus unidades existe una dualidad entre E y H y entre D y B. En medios materiales
diferentes del espacio libre la relacién entre B y H se escribe como
B=puH (5.19)

donde u recibe el nombre de permeabilidad del material.

Regresemos a nuestro ejercicio del calculo de la inductancia.



Considerando que tanto la corriente eléctrica i en el conductor central de radio a como la
corriente de regreso en el conductor exterior (conductor blindado de trenza) de radio interior b
y radio exterior ¢ estan uniformemente distribuidas y que el cable es de una longitud muy
grande por lo que las perturbaciones del campo magnético en los extremos se ignoran. De la
ley de Ampeére, paraa <r <b

o 2T T
fHdl=£ H¢Td¢)=H¢TJ;) d¢)=H¢T’2TL’=l

$ o

=3

Para r < a, se selecciona como trayectoria de integraciéon un circulo de radio r. La corriente
encerrada por tal trayectoria es

] r4i
lene = ?
por consiguiente
Ti
Ho = 2ma?

Parab < r < c, de laley de Ampeére

7,,Z_bZ.
— 51
c2 — p2

. i [c®2—1r2
¢~ 2mr\c2 — b2

Finalmente, parar > c, Hy = 0

2mrHy =i—

por lo que

Para a < r < b, se tiene

ui

B =
2nr

5 ¢

Una forma de determinar el flujo magnético, en el interior del cable, es la siguiente

b
f f 2 a¢ deZ(l¢ = — l In (a)

L=2=2m(2) (5.17)

3 2T a

asi

b) Para el toroide la densidad de flujo magnético o induccidn magnética es



2nr 9
Por lo que el flujo magnético es
Nu,i
® = BA = —2 g2
2nr
entonces
2
L= N® N y (5.18)
i 2nr

c) Un solenoide con un eje paralelo al eje z y que consta de N espiras estrechamente enrolladas
gue transportan una corriente eléctrica i, y suponiendo que su longitud es grande comparada
con las dimensiones de su drea, tiene una induccion magnética aproximadamente uniforme y
paralela al eje en su interior

Nu,i

EZ I a¢

por lo que el flujo magnético total a través del solenoide se obtiene multiplicando la densidad

de flujo magnético por el drea de la seccién transversal, de esta manera la inductancia del

solenoide es

N® _ Ny, N2y,
L=—=—"Z3ab=—7"=A (5.19)
i l l

Ejemplo 3
Encuentre la inductancia mutua entre dos solenoides ideales coaxiales con nucleo de aire, de la
misma longitud [; =1, = [, de secciones transversales A; <A, y con N; y N, vueltas
respectivamente.
La densidad de flujo magnético o induccidon magnética en el solenoide 2 es

Ny oty
B2 = —l

El flujo magnético ligado al solenoide 1, debido a la inducciéon magnética del solenoide 2 es

Nypol,
@, = ByA; = lo Aq
De la ecuacién (5.15)
Ly, = N1Py, — NiNyUoA1 [H] (5.20)

i2 l
De manera similar, la densidad de flujo o induccidn magnéticos en el solenoide 1 es

N,u,i
B, = 1l;o1



y el flujo magnético ligado al solenoide 2 debido a la induccién magnética del solenoide 1 es

®,, = N1l;ol1 A
por lo que

Ly = Nzid:n = NINZZHOAl [H]
asi

Li =Ly =M

A continuacidn, se define un coeficiente de acoplamiento magnético como

L L M
k,= == 2L = 5.21
m o JLil,  JLil;  \[LiL, ( )

este coeficiente nos proporciona una medida de la dispersién del flujo magnético entre inductores
acoplados magnéticamente. Para nuestro ejemplo, como se puede demostrar

k= \/ﬁ—z (5.22)

y nos dice que porcentaje del flujo magnético producido por un solenoide esta ligado al otro.

En general
0<k,<1

dependiendo de la geometria de las bobinas y de su posicion relativa.

Conexion en serie y paralelo de inductores (bobinas) acoplados

En esta seccion se determina la inductancia equivalente de dos inductores lineales conectados en
serie como se muestra en la figura 5.15.

i i
— > > = — > =
+ + o 4 + + @ g4
v < BiF < |BF
> Vi >
g =
> - >
|4 . | 74 .
+ '.< = v >
a_|B:F + b =
_ vz J > _ v 9 B
——— | > = _ o< L

Figura 5.15. Inductores acoplados conectados en serie.



En la figura 5.15(a), dadas las direcciones de las corrientes eléctricas i; e i, mostradas, se observa
que las densidades de flujo magnético B, y B, debidas a i, e i,, respectivamente, estdn en la
misma direccién, por lo que los flujos magnéticos se suman y se dice que la inductancia mutua
Li, = L,; = M es positiva. Asi

Dy = Lyqiy + Lzl

; h 5.21
D, = Lyqiy + Lpyi; ( )

Como los dos inductores estan conectados en serie, de la ley de corrientes de Kirchhoff (LCK) se
tiene

y de la ley de voltajes de Kirchhoff (LVK) se requiere que

vV=v, 1+,
. Ao, dd, .

Por otra parte, la ley de Faraday nos dice que v; = o YV = Entonces, si ¢ es tal que v =
@
o Se tiene

dd  dod, N do,

dt  dt = dt
integrando

Notando que @ = 0 cuando i = 0, entonces C = 0. Sustituyendo (5.21) en la ecuacién anterior

CD == Lllil + leiz + L21i1 + L22i2
considerando (5.22)
® = (Lyg + Lyp + Ly + Lyp)i

Finalmente, la inductancia equivalente de la conexidn en serie anterior es

o
L=T=L11+L12+L21+L22

o simplemente

Es importante hacer hincapié que en la figura 5.15(a), es clara y evidente la direccion de la
induccidon magnética (y por ende la del flujo magnético) en cada uno de los devanados y de aqui
concluir que la inductancia mutua M es positiva. Lo anterior no sucede en los diagramas de
circuitos eléctricos, por lo que se recurre al uso de puntos como una convencion para conocer el
signo de la inductancia mutua.



Esta convencidon de puntos consiste al considerar direcciones de referencia asociadas (la corriente
eléctrica circula desde un punto de mayor potencia a otro de menor potencia) en cada inductor.
Se asigna un punto a las terminales de cada inductor por las que deberia entrar (o salir) tanto i;
como i, para que la inductancia mutua sea M positiva. En la figura 5.15 se puede apreciar esto.

Considere ahora la conexién de inductores que se muestra en la figura 5.15(b). Aqui, los flujos
magnéticos tienen direcciones opuestas, por lo que

@1 =+ Liqi; — L1203

; . 5.25

Dy = — Lpgiy + Lzl (5:25)
Realizando un andlisis semejante al que se ha realizado, se tiene

D =) + Dy = (Lyg — Lip — Lyy + Lyp)i
y la inductancia equivalente es ahora

)

L :7:L11—L12—L21+L22

o simplemente

Supdngase ahora que los inductores se conectan como se observa en la figura 5.16.

:‘st
>

—

\VARVARVARY,

B :
@) (b)

Figura 5.16. Inductores acoplados conectados en paralelo.

Como se puede reconocer, estos inductores estdn conectados en paralelo. Determinemos su
inductancia equivalente.

Con base en lo que se estudiado, para la conexidn que se muestra en la figura 5.16(a),
nuevamente la ecuacion (5.21) describe los flujos magnéticos en cada inductor. Con el fin de
simplificar lo mds posible el algebra, se recurre a uso de matrices.

La ecuacién (5.21) se puede rescribir como

5L s
CDZ L21 L22 i2



por lo que
L3z —L12][¢1]

[ll] — [—L21 Lig JlP; (5.27)
1 Li1Lz2—=Lq12Lpq )
De la ley de voltajes de Kirchhoff (LVK), se requiere que
Vi =V, =V (5.28)
por consiguiente
O, =D, = (5.29)
De la ley de corrientes de Kirchhoff (LCK), se tiene
i = il + iz
con las ecuaciones (5.27) y (5.29)
i = (Ly1+Laa—Lip—Ly1)®
Li1Lp2—L12L2,
De la definicién de inductancia, su equivalente es
_ 2 _ LygLyy —Liply,
I Lyt Ly —Lip—Ly
o simplemente
_ LyL,—M? (5.30)
Li+L,—2M ’

Para la conexién de inductores que se muestra en la figura 5.16(b), donde los flujos magnéticos se
restan, siguiendo un proceso semejante al que se ha llevado a cabo se puede mostrar que la
inductancia equivalente es

_ LyL,—M?

— (5.31)
Li+Ly+2M

Energia almacenada en un inductor

Encontrar una expresion para la energia electromagnética de manera similar a lo que se hizo para
la energia electrostatica, no es sencillo, ya que no existen cargas magnéticas puntuales
moviéndose a través de un campo magnético. No obstante, dado que se ha inferido una dualidad
en términos de similitud de unidades entre E y H y entre D y B, se puede partir de la expresion
general para la energia electrostatica

WE=%ﬂj5-Edv

y suponer que la energia almacenada en el campo magnético en el cual B = uH, est4 dada por



Wy = ([ B~ Hdv (5.32)
que también se puede expresar como

Wy = £ [[f1H|? dv (5.33)

Wy =ifff|B|2dv (5.34)

Para el caso particular de un inductor, iniciemos con una idea de la energia ya antes visto. Como se
sabe

w, = [°_p(thadt = [*_v(t)i(t"at'
de la ley de Faraday

v(t) = L%
sustituyendo en (5.35)

Wy =L [y idi = S Li2(t)] e

y dado que i(—) = 0, se tiene
w, = %Liz(t) ] (5.35)

Circuito RL

Nuevamente se hace el andlisis de un circuito eléctrico lineal, invariante en el tiempo y dinamico,
(antes se presento el circuito RC). De manera similar, el circuito RL también se modela por medio
de una ecuacidn diferencial lineal, ordinaria, de coeficientes constantes y de primer orden.

Sea el circuito RL que se muestra en la figura 5.17. Una forma de obtener el modelo de este
circuito cuando el conmutador S esta en la posicion a en t = 0, se muestra a continuacion.
De la primera ley de Kirchhoff se tiene

Figura 5.17. Circuito RL.

ig(t) =i, () =i(t) (5.36)



Donde de la ley de Ohm

para el inductor, sabemos
v, (8) = L 4L (5.38)

entonces, de la segunda ley de Kirchhoff

. dig (t)
e =vg(t) +v,(t) =Rig(t) +L T
Con la ecuacion (3.36)
e=LZ0 1 Ri(r) (5.39)

La solucién de esta ecuacion diferencial se obtiene recurriendo a la Transformada de Laplace, asi

z = RI(s) + L[sI(s) — i(0_y] = [Ls + R]I(s) — Li(0_)
por lo que
I(s) = 10-) +f ! = L,;(s) + L (s)
s+§ Ls(s+§) N N

La corriente eléctrica de entrada cero (que se debe a la condicion inicial) es

R

i, () = i(0)e L (5.40)
y la corriente eléctrica de estado cero (que se debe a la entrada) es

. € _R,

i,s(t) = E(l —e L ) (5.41)
de esta manera, la respuesta completa resulta

. . . . Ree _R,

i(t) = iy, (t) +i,(t) =i(0)e ¢ +E(1 —e'L ) (5.42)
Como se recordara, la solucién del modelo matematico, dado por (5.39) en este caso, nos permite
conocer cualquier variable de interés del circuito (sistema) que se estudia. Considerando la

condicion inicial nula, esto es i(0_) = 0 para simplificar lo mas posible este andlisis, el voltaje en
el resistor y en el inductor son respectivamente

vp(t) = ¢ (1 — e_gt) (5.43)

vy () = g it (5.44)



. L L , . .
La constante de tiempo de este circuito es 7;, = = [s]. Aqui, la constante de tiempo se define como
el tiempo que se requiere para que la corriente eléctrica alcance un 63.2 % de su valor final. Lo
anterior se verifica si la respuesta de estado cero se evalda parat = t;.
& — &
=—(1-e1)=0.632-
R R

L
=z

R
irsOl,_ = £(1-e71")
R

Una vez que el circuito eléctrico ha alcanzado su estado permanente, supdngase que la posicidn
del conmutador S cambia al nodo b. Ahora el inductor suministra al resistor la energia magnética

almacenada por él. El modelo correspondiente es el siguiente.

De la ley de corrientes de Kirchhoff

ig(t) =i, (t) = i(t)
con la segunda ley de Kirchhoff
0 =vg(t) +v,(0)

Voltaje en el resistor

10¢ r r Gu—
/H_PH
. 6.321 /
2
= 5
x
> \
0 L L L .\&.ﬁ%. L
0 T =1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t[s]
Voltaje en el inductor
10 \
5
E 0 \hi
= —
SI /
-5
-10¢t - - - - - - - -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t [s]

Figura 5.18. Voltajes de carga y descarga de un circuito RL.

Y de la misma manera como se procedié antes



di(t)

0=Ri(t)+L
() +L—

. . . s &
Ecuacidn de la que ya conocemos su solucién. Si i(0_) = = » entonces

. . _R, & _R,
ip(t)=i(0)e L" = RE L
por lo que el voltaje en el resistor es

vgr(t) = €e” RC

y el voltaje del inductor es

v, (t) = —ee RC

En la figura 5.18, se muestran las graficas de los voltajes correspondientes del resistor e inductor
para5 <t < 10.

Circuitos magnéticos

Se denomina circuito magnético a la regién, en que se encuentra confinado un flujo magnético, de
ciertos materiales llamados ferromagnéticos (hierro y ciertas aleaciones con cobalto, tungsteno,
niquel, aluminio y otros metales), y que normalmente tienen una permeabilidad mucho mayor
gue la del aire o del vacio. Las consideraciones de los circuitos magnéticos tienen una estrecha
analogia con las de los circuitos eléctricos, con una sola excepcion: los circuitos magnéticos son
usualmente no lineales.

(a) (b)
Figura 5.19. Analogia entre (a) un circuito magnético y (b) un circuito eléctrico.
Considere un toroide con un nucleo de material ferromagnético, como se muestra en la figura

5.19(a), en el que se ha devanado un conductor distribuido uniformemente y muy apretado, por lo
gue practicamente todas las lineas de flujo magnético estan confinadas en él. Este arrollamiento



qgue se hace alrededor de la horma se denomina magnetizante y la corriente eléctrica que circula
por él, corriente magnetizante.

Las lineas de flujo magnético seran circulos concéntricos y el drea que cruza la trayectoria serd la
misma para cualquier seccién perpendicular. Si el ancho del toroide es pequefio comparado con
los didmetros interior y exterior de este, la longitud de la trayectoria del flujo magnético serd
esencialmente la misma para cualquier circulo y estard uniformemente distribuido a través del
area.

Se demostrd que la densidad de flujo magnético de un toroide de radio medio r es

Ni
B =uH = MT
donde [ = 2mr. Y dado que
® =BA
entonces
& = Ni
por lo que
p== (5.45)
uA

Como se recordara, también se demostré que la resistencia R de un conductor de seccidon
transversal uniforme A4, longitud [ y resistividad p estd dada por

pl
R=—
A
o en funcién de la conductividad
R l
oA

Cuando el conductor anterior se conecta a un generador de fuerza electromotriz con resistencia
interna despreciable, la ecuacidn que describe a este circuito tiene la siguiente forma

__ fem fem

i T = (5.46)

R
gA

Las formas de (5.45) y (5.46) son idénticas. La intensidad de la corriente eléctrica i corresponde al
flujo magnético @, la fem al producto de Ni y la resistencia R a uLA. La viabilidad de una bobina de

generar un flujo magnético es proporcional al nimero de vueltas N y la intensidad de la corriente
i, este producto recibe el nombre de fuerza magnetomotriz (se abrevia fmm = F). Este flujo
resultante es ademas funcién de la oposicion del hierro a transportarlo. Esta oposicion se llama

. . . fas . . Av
reluctancia R del circuito magnético, sus unidades son amperios-vueltas por weber [%] El

reciproco de la reluctancia se denomina permanencia y se representa con el simbolo P.



Teniendo en cuenta lo anterior la ecuacién (5.46) puede escribirse como
¢ =1mm (5.47)

Esta ecuacidn se cita como la ley de Ohm para circuitos magnéticos y es Util para enfatizar la
analogia matematica entre un circuito eléctrico de cd y un circuito magnético. Por consiguiente, el
circuito eléctrico de la figura 5.19(b) es equivalente al circuito magnético de la figura 5.19(a) y
ambos se analizan mediante un razonamiento muy semejante.

De hecho, las dos leyes de Kirchhoff se pueden expresar para los circuitos magnéticos. La primera,
la suma de los flujos magnéticos que entran a un punto de unién en un circuito magnético es igual
a la suma de flujos magnéticos de salen de dicha unidn. La segunda, alrededor de cualquier
trayectoria cerrada en un circuito magnético la suma de las fmm o potenciales magnéticos que
ocasiona el paso del flujo magnético a través de los materiales ferromagnéticos debe ser igual a
los amperios vuelta que constituyen la excitacion.

Como se menciond, los circuitos magnéticos son usualmente no lineales. Esto se debe a que Ila
relacién entre la densidad de flujo magnético B y la excitacién magnética H no es lineal y sélo es
posible representarla con una grafica denominada curva de magnetizacion o curva B — H.

B[T]
12}
08

0.4 -

0 I

200 400 600 800 H[Av/m]

Figura 5.20. Curva de magnetizacion (B — H) comdun.

En la figura 5.20 se presenta una curva de magnetizacidn tipica. Se debe advertir que u esta dada

P B dB . . henrys
por la razén de 5 Y nopor —, esto es la pendiente de la curva. u se mide en [Ty], es llamada

la permeabilidad del material y en la literatura afin se acostumbra a expresarla como y = u,.u,. La
cantidad adimensional y,- es la razén de la permeabilidad de un material dado a la permeabilidad
el vacio y se conoce como permeabilidad relativa del material.

La ecuacidn de un circuito magnético

Los circuitos magnéticos estan constituidos por corrientes eléctricas que actian como fuentes de
campos magnéticos, partes ferromagnéticas y entrehierros, como se puede apreciar en el circuito
magnético que se muestra en la figura 5. 21.



i
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Figura 5.21. Un circuito magnético.

El analisis de este circuito se presenta a continuacioén. De la ley la circuital de Ampeére
T = fﬁ(ﬂ = HOIO +H1l1 +H2l2 + H3l3 +H4l4_ = Nl

Aungque el arrollamiento esta limitado a una porcidn del ntcleo, se considera que el flujo disperso
en el devanado y en el entrehierro es insignificante, por lo que el flujo total ® = BA = uHA,

entonces
H = D, | D4 | _ Dy
o — 12 1 — 12 ’ 4 —
HoAo H1Aq HaAy
pero
O, =D, =0, =P;=P, =P
Asi

lo Ly L, I3 ly )

Ni = cb( + + + +
Holo  H1A1  MpAy  p3As  paAy
ecuacién que es analoga a un circuito eléctrico con una fem y resistencias en serie, esto es

€=l(RO+R1+R2+R3+R4)

Principio de operacidon del transformador

Ahora se presenta al transformador ideal, el cual es una idealizacion del transformador fisico
disponible en el mercado. No obstante, las relaciones de corriente y de voltaje que se deducen,
aproximan su comportamiento considerablemente

El transformador ideal satisface las caracteristicas siguientes:

No disipa energia.

No existen fugas de flujo magnético, lo que implica que el coeficiente de acoplamiento es
ko, =1.



La autoinductancia de cada devanado L es infinita, lo que conlleva a considerar que no hay

dispersion de flujo magnético en ninguno de ellos.

4 b
_l‘f i P 4. i
Vi C:> (i.) V2_
o—— P ——o

(@)

Figura 5.22. (a) El transformador ideal. (b) Su simbolo.

I ideal I>
= o
o o +
Vi % § |44
5 —
ni:n:
(b)

Si @ es el flujo que atraviesa una sola espira, entonces el flujo total en los devanados 1 y 2 son

respectivamente

De la ley de Faraday
_d®d; __ do _
U1 ac Mg Y 2
por consiguiente
Al vt
17 n,

@, _ . d4o
dt 2 gt

Por otra parte, del circuito magnético de la figura 5.22(a), se tiene

l
i +nyi, = RO =—07
nily T Nyl A

(5.48)

y como se ha supuesto que la inductancia de cada devanado es infinita, lo que implica que u — oo.

éPor qué?, entonces de la ecuacidn anterior

nlil + nziz = 0
por lo tanto
iy ni

1-_1 vt

iz n;

De (5.48) y (5.49) se tiene
V1 ()i (&) + v2(D)ix(8) =0

(5.49)

Esto es, la suma de las potencias de entrada a cada puerto es cero. Ya que como se habia

supuesto, en el transformador ideal no se almacena energia y tampoco se disipa. Cualquier

potencia que fluye hacia adentro de una terminal, sale por la otra.



Ejemplo 4
Encuentre la resistencia de entrada R,,;, esto es la resistencia “vista” desde las terminales del

primario del transformador cuando se conecta una carga resistiva con resistencia R; al devanado
secundario, como se observa en la figura 5.23.

I ideal I
(o,

—» -~ o
+ o ° 4+
Rent —» Vi § g |44 $ RL
=

n:’n:z

(Y

Figura 5.23. Resistencia de entrada de un transformador ideal.

La resistencia de entrada se puede determinar con el auxilio de la ley de Ohm. Asi

v ()7 (B (22)

ent = .— —_ — "
1 _ (E) iZ n, —ly
n

pero

v, = —Ryi,

por tanto

R, . = (nl)ZR
ent — le L

Esta resistencia recibe el nombre de resistencia reflejada, la cual se puede considerar como una
resistencia insertada en el primario por el secundario.
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