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Presentacion

La asignatura de Circuitos Eléctricos constituye el niicleo conceptual bésico de la Ingenieria Eléctrica
a partir de la cual se derivan las Ingenierias de Electronica, de Telecomunicaciones y de Computacion,
de ahi su importancia en estas licenciaturas que se imparten en la Facultad de Ingenieria de la UNAM,
siendo esencial e indispensable como primera asignatura de las Ciencias de Ingenieria, ya que su co-
nocimiento es la base de la tecnologia moderna.

El curso curricular da continuidad al de Sistemas y Sefales, ahora se abordan los Sistemas Eléctricos,
Lineales, Invariantes en el tiempo, de Parametros concentrados, Causales o no anticipativos. El mate-
rial estd orientado a estudiantes del 5° semestre de las asignaturas de Circuitos Eléctricos.

El Anélisis de los Circuitos Eléctricos, se aborda bajo diferentes métodos de analisis:
» Estado de respuesta transitoria y permanente

= De corriente directa (CD) y corriente alterna (CA)

En el dominio del tiempo y de la frecuencia

De sistemas eléctricos monofasicos y trifasicos

Métodos sistematicos mediante LVK y LCK

Enfoque de Teoremas de Redes Eléctricas

Sintesis de los circuitos eléctricos

Para el proceso de aprendizaje de los estudiantes en estos temas se requiere de practicar y ejercitarse
de forma sistematica y constante, el material que se utiliza contribuye a este proceso. Las matematicas
requeridas, aunque no son complicadas, si requieren de una clara comprension y los métodos utiliza-
dos se pueden aplicar a circuitos méas complejos y avanzados.

Bajo este enfoque se ha disefiado un libro en pdf estético con diversos recursos educativos, un material
que aborda los aspectos fundamentales de la teoria, en el que se verifican los andlisis y resultados con
simulaciones en los diferentes dominios y los conocimientos adquiridos son utilizados en aplicaciones
practicas de manera que los estudiantes asimilan con mayor facilidad y efectividad.

Esta estrategia educativa, la autora la ha denominado el Tridngulo del Aprendizaje Efectivo que con-
junta de forma eficaz la teoria, la simulacion y la aplicacion préctica logrando un aprendizaje efectivo
y sustancial en los estudiantes.

Contempla un enfoque de analisis claro y conciso con contenidos entendibles de una forma rapida y
efectiva, de manera que a los estudiantes se les facilite el aprender, comprender, asociar y asimilar los
temas, aplicar e interpretar los circuitos y los resultados obtenidos del andlisis. Asi mismo, se incluyen
en anexos algunas demostraciones fundamentales y formularios que resumen cada capitulo y que
pueden ser de gran utilidad para los estudiantes.

Se abordan los fundamentos de los temas de: Sistemas eléctricos, Analisis de circuitos eléctricos en
estado sinusoidal permanente, Potencia y circuitos eléctricos trifasicos, Métodos generales de anélisis
de redes eléctricas, Teoremas de redes eléctricas y Redes de dos puertos o bipuertos.

Es de gran interés para la autora fortalecer el conocimiento en los estudiantes a través de una estrategia
visual, no exclusiva, ya que la ingenieria se basa en dibujos de diversa indole como diagramas eléctri-



cos, de bloques, de flujo, siendo que el aspecto grafico se aprovecha como elemento fundamental para
visualizar, comprender el todo, interpretar y con ello poder concluir acerca de los resultados.

Este recurso educativo es un suplemento, como parte de los productos del proyecto PAPIME PE100920
titulado “Desarrollo del Libro Electronico interactivo para la disciplina de Circuitos Eléctricos” en el
que se busca que los estudiantes dispongan de un material accesible, atractivo y juvenil.

El material que se presenta surge a partir de la idea inicial de conjuntar diversos materiales, diapo-
sitivas, notas, apuntes de clase, y otros recursos educativos emanados de la experiencia docente de
muchos anos e integrarlos en un libro digital estatico, que es el que se presenta en esta edicion, y un
libro electrénico interactivo, ambos que puedan ser de utilidad para los estudiantes que por primera
vez se acercan al estudio de los circuitos eléctricos.

Este material en el formato digital ha sido editado totalmente con Latex, un lenguaje abierto para la
composicion de textos, la creacion de libros, documentos cientificos y técnicos, el cual contiene di-
versos objetos de aprendizaje y multiples férmulas matematicas, utilizando los diversos recursos edu-
cativos proporcionados por la responsable del proyecto, que con gran profesionalismo y compromiso
lo ha realizado Fernando Rivera Pérez, incluyendo la elaboracién de las gréficas, dibujos en el mismo
lenguaje, verificacion de resultados de los ejercicios incluidos, edicion de formularios que se incluyen
al fnal del texto, ddndole la oportunidad de presentarlo como Material Did4ctico para su titulacion en
la Modalidad de Apoyo a la Docencia.

En el contexto del proyecto PAPIME, se incluye también Material Visual de Divulgacion Complemen-
tario del Libro Electrénico Interactivo de Circuitos Eléctricos que se presenta en formato de libro, rea-
lizado, a través de la vinculacion con la Facultad de Artes y Disefio, con la participacion de la Dra. Ruth
Lopez Pérez y sus estudiantes, generando atractivos materiales que combinan maravillosamente la
informacion teérica y visual. El Material Visual esta integrado con tres Partes: Compendio de Exposi-
cion Carteles, Recursos Interactivos Educativos y Compendio de Portadas, alusivos todos a Circuitos
Eléctricos.

Por otro lado, una mencion especial y agradecimiento al Ing. Victor Sanchez Esquivel por aceptar rea-
lizar la Revis6n Técnica de este material, aportando sus acertadas observaciones.

En este sentido, cabe mencionar que, atin cuando hemos revisado exhaustivamente el material que se
presenta, sabemos que podriamos no quedar exentos de algiin error u omisién, mismo que agrade-
ceriamos al lector nos lo hiciera saber.

Finalmente, agradecemos a la DGAPA, el apoyo otorgado al proyecto PAPIME PE100920 para la reali-
zacion de este material.

M.I. Gloria Mata Herndndez
Responsable del Proyecto PAPIME 100920
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CAPITULO 1

SISTEMAS ELECTRICOS

En este primer capitulo se aborda una introduccion a los circuitos eléctricos. Se inicia presentando la
clasificacion de circuitos desde tres puntos de vista, las tres relacionadas, no obstante, permite tener
un panorama mas claro del contexto tanto de los componentes y circuitos que se utilizan, asi como
los métodos y técnicas que se emplearan para su analisis. Se hace énfasis en las principales variables
eléctricas y como estan relacionadas. Se describen los 3 componentes basicos de un circuito como
elementos de dos terminales modelados mateméaticamente mediante las variables de voltaje y de co-
rriente, incluyendo la Ley de Ohm. También se presenta la descripcion de elementos activos como son
las fuentes de voltaje, de corriente tanto independientes como dependientes.

Posterior a la descripcion de los componentes se presentan dos leyes fundamentales para el analisis de
circuitos: las Leyes de Kirchhoff, las cuales establecen restricciones en las relaciones entre los voltajes
y las corrientes en cada uno de los elementos del circuito.

A partir de estos componentes y las leyes de Kirchhoff se pueden construir modelos de circuitos practi-
cos, como el divisor de voltaje y el divisor de corriente, mismos que establecen técnicas simples de
reduccion para el analisis de circuitos eléctricos.

Con estas primeras técnicas de andlisis es posible realizar transformaciones con fuentes de voltaje y de
corriente, asi como de circuitos con conexiones de tres terminales. Hasta este punto se ha abordado un
anadlisis de corriente directa CD, siendo las respuestas en todos los casos también de corriente directa
o de valores constantes.

Con el conocimiento adquirido es posible plantear el modelo de circuitos de primero y segundo orden,
RL, RC y RLC con y sin excitacion, para obtener el comportamiento de la respuesta transitoria y la
permanente tanto en el dominio del tiempo como en términos de la variable ‘s, esto es utilizando la
transformada de Laplace.

13



14 Sistemas Eléctricos

La transformada de Laplace permite analizar circuitos de una forma algebraica mas sencilla que el que
se realiza en el dominio del tiempo.

Asi mismo, se obtiene la funcién de transferencia con la cual es posible determinar la respuesta de un
circuito a una amplia variedad de sefnales de entrada. Este andlisis se aborda con redes serie paralelo
llamadas redes en escalera muy utilizadas en filtros pasivos.

Para que un circuito eléctrico realice la tarea con éxito que se le ha asignado, es necesario apoyarse en
tres conceptos fundamentales que se mencionan enseguida. La aplicacion adecuada de estos concep-
tos permite la elaboracion de circuitos y sistemas complejos que agilizan y facilitan las actividades del
ser humano.

Disefio: Establecer el modelo del circuito que cumpla con caracteristicas para el comportamiento de-
seado en el dominio del tiempo o la frecuencia.

Analisis: Dada la excitacion y el modelo de circuito se determina el comportamiento o respuesta del
circuito (generalmente es tinico).

Sintesis: Dada la excitacion aplicada y la respuesta que se desea obtener, se determina el circuito que
permite lograrla (hay muchas soluciones).

Modelo de
Circuito
Dominio t, w

A 4

A 4

Diseno

Teoria de Excitacion RESPUESTA
. . Modelo de N

Circuitos Analisis > ; . >
.. Circuito

Eléctricos

a6 Respuesta
Excitacion MODELO DE p

CIRCUITO

\ 4

Sintesis

Figura 1.1: Representacion desde el punto de vista del disefio, analisis y sintesis para un circuito
eléctrico.



1.2 Clasificacion de redes eléctricas 15

Se describen los principios méas comtinmente utilizados desde el punto de vista del analisis de sistemas
a un circuito eléctrico como caso particular de un sistema general.

Lineal: Un circuito lineal es aquel que cumple con el principio de aditividad y homogeneidad.

Parametros concentrados: Las variables y/o componentes que conforman el circuito o sistema no
dependen de un sistema de coordenadas espaciales, es decir el tamafo y la geometria de los mismos
son despreciales. Los sistemas de parametros concentrados pueden ser modelados con Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDO). Dichos circuitos son considerados y analizados en este texto.

Invariante en el tiempo: La operacion del circuito no se ve afectada por los desplazamientos tempo-
rales que tenga la sefial de entrada, el circuito respondera de tal forma que se mantiene el principio de
invariabilidad dando como salida una sefal con los mismos desplazamientos en tiempo que la senal
de entrada. Es estético en cuanto a variaciones temporales.

Finita: Las ecuaciones diferenciales que resultan de modelar un circuito eléctrico son de orden finito,
por lo que son aplicables las técnicas tradicionales de resolucion de este tipo de ecuaciones.

Reciprocidad: Los circuitos reciprocos permiten intercambiar entradas por salidas.
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Lineal <

La red
N lineal
es causal
y pasiva

Parametros
Concentrados

Invariante
en el tiempo

Finita

Reciproca

<

<

<

Sistemas Eléctricos

alxl(t) Modelo a1Y1 (t)
— > de — >

Circuito a1 (t) + anao(t) Modelo  ayy, (1) + azys(t)
— > de — >
asza(t)  Modelo  asys(t) Circuito
— > de —>
Circuito

[N es causal: sila entrada es cero parat < ¢y
entonces la salida tambien es cero para ¢ < .

E(t) = Lt o(t")i(t)dt' + E(to) > 0

0

\

( 1. Las dimensiones fisicas de los componentes son despreciables
comparadas con la longitud de onda de la frecuencia de operacion.

2. Describe una ecuacion diferencial ordinaria.

N dny M "
DT o A
— dtn — dtm
\ n=0 m=0
( Describe una ecuacion diferencial con coeficientes constantes
Un desplazamiento en la sefial de entrada se manifiesta

en el mismo desplazamiento en la salida

k IEl(t) — yl(t) o bien xr1 (t — to) — Y1 (t — to)

Describe una ecuacion diferencial de orden finito

dt2 " Ldt LC

( Esposible intercambiar la entrada con la salida
Red L 9
i(t)

o N

—e
i t)A Red

+
N _.”(_t)

Figura 1.2: Clasificacion desde el punto de vista de un sistema general.



1.3 Variables eléctricas 17

1.3  Vvariablese

Variable Unidad Abreviatura Simbolo Relacion
Carga Coulomb C q(t) q(t) = Ii(t) dt
Corriente . L dg
Eléctrica Ampere A i) i) = dt
Energia Joule ] w(t) w(t) = J" p(t) dt
Voltaje (diferencia _d® dw
de potencial) Volt v v(®) v(t) = dt — dg
. . dw
Potencia Watt W p(t) p(t) =v(t)i(t) = o
Fllujo Magnético Weber Wb (1) (1) = Jv(t) dt

Tabla 1.1: Relacién entra variables eléctricas basicas.



18 Sistemas Eléctricos

Se describe de manera general la actuacion de los elementos que conforman un circuito eléctrico:

FElementos Pasivos: En esta clasificacion encontramos a los tres principales componentes que apare-
cen en todo circuito eléctrico, que son el resistor, inductor y capacitor.

e Resistor: Al circular una corriente eléctrica por este elemento, ocasiona un calentamiento en el
mismo por efecto Joule, esta energia es transferida al medio por lo que no se puede recuperar y
de alli que se le coloque en la categoria de irreversible en cuanto a transferencia energética.

e Inductor: Un elemento de comportamiento dindmico que almacena e intercambia energia dentro
del circuito en el que opera haciendo uso de su campo magnético, la actuacién de este elemento
es bidireccional por lo que se le considera reversible en cuanto a transferencia energética.

e Capacitor: Un elemento con caracteristicas similares que el inductor pero con efectos contrarios,
almacena energia en su campo eléctrico para intercambiarla dentro del circuito.

Elementos Activos: Aqui encontramos a los elementos que proporcionan la energia necesaria para
la adecuada operacion del circuito. Se estudian las fuentes de voltaje y de corriente ideales y reales
presentes en cualquier circuito eléctrico asi como las fuentes de voltaje y corriente dependientes que
son muy comunes en el modelado de circuitos eléctricos y electronicos.

( IRREVERSIBLES

y Transferencia
PASIVOS energetica (termi- Resistor
ca, mecanica,
Se cede energia acustica,etc.) ce-
al medio o bien, < dida al medio.
se almacena, REVERSIBLES L.
. . Campo Magnético:
se intercambia.

. . Se almacena e Inductor
Clasificacion intercambia dentro o
de Circuitos del circuito sin Campo Eléctrico:

Eléctricos \ cederla al medio. Capacitor
ACTIVOS
Transfieren Fuente de voltaje Dependientes
energia al Fuente de Corriente Independientes
circuito.

\

Figura 1.3: Una clasificacion desde el punto de vista de los elementos que constituyen una red eléctri-
ca.
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1.4 Elementos de

1.4.1 Elemento Resistivo LIT

Resistor (Disipacion de Energia): Es la propiedad
fisica de un elemento o dispositivo de impedir el
flujo de corriente, se representa con la letra R.

e Resistencia R [©2]

1
e Conductancia G = = [Siemens]
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wd]

(Y v
A A A
\’QJ
S
R QQ’Q R =00
_ R=0
0 » 1 0 » 1 0 » 1
Figura 1.5: R es constante Figura 1.6: Corto Circuito Figura 1.7: Circuito Abierto
Directa Inversa Energia
t
ON| (r)d
Ley de Ohm 1 Q —o0 v(r)ilr) dr
i(t) = =v(t) = Gu(t)
v(t) = Ri(t) R ¢ )
E(t) = Ri*(7)dr

Tabla 1.2: Relaciones basicas del elemento resistivo.
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Existe también otro tipo de elementos resistivos que como parte de su funcionamiento presentan un
comportamiento no lineal. Estos elementos se describen brevemente a continuacion y sus relaciones
de corriente y voltaje se resumen en la Tabla 1.3.

Potenciometro (Resistor LIT Lineal e Inva-
riante en el Tiempo): Es un elemento eléctri-
co resistivo variable (generalmente de tres ter-
minales) que se ajusta manualmente al ha-
cer girar la perilla hacia la derecha o izquier-
da, se comporta como un divisor de voltaje.
Suele utilizarse en circuitos de corrientes pe-
quenas.

Diodo (Resistor NLIT No Lineal e Invariante
en el Tiempo): Es un componente electréoni-
co de dos terminales de tipo semiconduc-
tor, el cual permite la circulacién de corrien-
te eléctrica a través del mismo en una so-
la direcciéon y lo impide en el sentido con-
trario. Esta caracteristica permite que el ele-
mento presente dos estados (Polarizacion di-
recta) en direccion de la corriente y (Po-
larizacion Inversa) en contra de la corrien-
te.

Diodo Shockley (Resistor NLVT No Lineal Variante en el Tiempo): Es un dispositivo de dos terminales
que presenta dos estados posibles, uno de bloqueo o de alta impedancia, y otra de conduccion o de

Sistemas Eléctricos

Figura 1.8: Potenciometro

Figura 1.9: Diodos LED

baja impedancia. Se utiliza principalmente en osciladores.

Elemento Ejemplo

Directa

Inversa

Resistor LVT R(t) = Ry cos(wt)

Resistor NLIT Diodo

ip = I (GUD/VT>

Resistor NLVT Diodo Shockley

i(t) = I, (e ®/KT 1)

Tabla 1.3: Tabla de elementos resistivos con diferentes comportamientos.
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1.4.2 Elemento Inductivo LIT

Inductor (Almacenamiento de Energia Eléctri-
ca): Es un dispositivo o elemento del circuito ca-
paz de almacenar energia eléctrica en su campo
magnético y cederla posteriormente al circuito.
Impide los cambios instantaneos de corriente.

e Inductancia L [Henry]

e Inductancia InversaI" (Gamma)

iy

LS v(t)

Figura 1.10: Simbolo del Inductor
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Figura 1.11: Relacion ¢(t) = Li(t)

Directa Inversa Energia
t i
» - E(t) = J_oo LEZ(T) dr
o(t) = 1Y i(t) = —J" v(r) dr +i(0)
dt LJo i(t) Li2 (t)
E(t) = j Li(t)di = 5

Tabla 1.4: Relaciones basicas del elemento inductivo LIT.

Se presenta a continuacion una tabla que describe brevemente la relacion voltaje-corriente para un

inductor LVT.
F7C Caracteristica Voltaje-Corriente
Faraday
_ 4 L PRI 12
o)=L o(t) = L()i(t) o) = L) 5 + i)

Tabla 1.5: Relaciones de un inductor LVT.
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1.4.3 Elemento Capacitivo LIT

El capacitor es un dispositivo o el elemento
del circuito capaz de almacenar energia eléctrica
mediante su campo eléctrico. Impide las varia- C &
ciones instantadneas de voltaje. &Q;Q

e Capacitancia C [Farad]

1
Elastancia — = S (S
e Elastancia c S (S)

i(t)¢ [
+

C_—— v(t)

Figura 1.13: Relacion ¢(t) = Cv(t)

]

Figura 1.12: Simbolo del Capacitor

Directa Inversa Energia

Tabla 1.6: Relaciones basicas del elemento Capacitivo LIT.

En la Tabla 1.7 se presenta una relacion para las variables de voltaje, corriente y carga en un capacitor
LVT.

Relaciéon L . s
. Caracteristica Voltaje-Corriente
Corriente-Carga

i(t) = % q(t) = C(t)v(t) i(t) = c(t)‘;_: + U(t)%

Tabla 1.7: Relaciones de un Capacitor LVT.
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1.4.4 Fuentes de energia independientes ideales

Fuente de voltaje ideal: Es un elemento eléctrico
capaz de mantener un voltaje constante en sus
terminales, independientemente de la carga a la
cual esta conectado y de la corriente que circule
por dicho elemento.

_’I )
v <+> Circuito
_ Arbitrario
——

Figura 1.14: Fuente de voltaje Independiente

14
A

» 7

Figura 1.15: Relacion voltaje-corriente. El voltaje
es constante.

Fuente de corriente ideal: Es un elemento eléctri-
co capaz de mantener una corriente constante
en surama, independientemente de la carga a la
cual esta conectado y del voltaje presente en sus
terminales.

Circuito

< +¢

Arbitrario

e/

Figura 1.16: Fuente de corriente Independiente

> ~

» V

Figura 1.17: Relacion corriente-voltaje. La co-
rriente es constante.

1.4.5 Fuentes de energia independientes reales

El valor del voltaje que
aparece en la terminales de este elemento, de-
pende de la carga a la cual esti conectada y de
la corriente que circula por el mismo.

Se representa con una fuente de voltaje ideal en
serie con una resistencia R, de valor mucho me-
nor que la resistencia de carga (R; << R.), para
que se mantenga el voltaje de la fuente.

I
—_ P
_|_
R, Carga
1% Arbitraria
\% _ R, [Q]

Figura 1.18: Fuente de voltaje Independiente
Real
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El valor de la corriente
que es capaz de suministrar este elemento, de-
pende del voltaje en sus terminales y de la carga
a la cual estad conectado. Se representa con una
fuente de corriente ideal en paralelo con una re-
sistencia R, de valor mucho mayor a la resisten-
ciade carga (Rs >> R.).

I
> . \
+ Carga
I CT ng 1% Arbitraria
R. Q]
M S

Figura 1.19: Fuente de corriente Independiente
Real

1.4.6 Fuentes de Energia Dependientes

Hasta ahora se han mencionado dos tipos de
fuentes ideales en las que el valor de la fuente no
se ve afectada de ningtin modo por lo que suceda
en el resto del circuito.

A continuacidn se examinan las llamadas fuentes
dependientes o controladas, en las que el valor
de la fuente se ve modificada por una corriente o
voltaje presente en alguna otra parte del circuito.

Fuente de voltaje controlada por voltaje: El
parametro K es un factor de ajuste, no tiene uni-
dades, v, es el voltaje de dependencia ubicado en
alguna otra parte del circuito. El voltaje V' entre
las terminales de la fuente dependiente esta da-
do por V = Ku,. En la Figura 1.20 se representa
el simbolo asociado a dicho elemento.

Figura 1.20: Fuente de Voltaje controlada por
voltaje.

Fuente de corriente controlada por corriente: El
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parametro K es un factor de ajuste que no tiene
unidades, i, es la corriente de dependencia ubi-
cado en alguna otra parte del circuito. La corrien-
te I que circula por la fuente dependiente esta
dada por I = Ki,. En la Figura 1.21 se muestra
el simbolo asociado al elemento.

in <l I = Ki,

Figura 1.21: Fuente de corriente controlada por
corriente.

Fuente de voltaje controlada por corriente: El
parametro r es un factor de ajuste con unidades
de V/A, i, esla corriente de dependencia ubicado
en alguna otra parte del circuito. El voltaje V" en-
tre las terminales de la fuente dependiente esta
dado por V = ri,. En la Figura 1.22 se muestra la
representacion del dispositivo.

iy <i—> V =ri,

Figura 1.22: Fuente de Voltaje controlada por co-
rriente.

Vs <l> I=guv,

Figura 1.23: Fuente de corriente controlada por
voltaje.

Fuente de corriente controlada por voltaje: El
parametro g es un factor de ajuste con unidades
de A/V, v, es el voltaje de dependencia ubicado
en alguna otra parte del circuito. La corriente /
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que circula por la fuente dependiente esta da-
da por la expresion I = gv,. En la Figura 1.23 se
muestra la representacion del elemento.

Este tipo de fuentes aparecen en modelos eléctri-
cos equivalentes de varios dispositivos electréni-
cos, como los transistores, amplificadores opera-
cionales u otros dispositivos como los bipuertos,
en los que solo se dispone de las terminales de
entraday salida. También se utilizan para aplica-
ciones en redes multipuerto que seran analiza-
dos posteriormente. En las Figuras 1.24 y 1.25 se
muestran dos aplicaciones en las que se utilizan
las fuentes dependientes.

I z11 Z22 I
> — —
bt L | L | S

\ %1 z121> <J_r> <J_r> zo1ly V2

Figura 1.24: Red de dos puertos o Bipuerto.

Figura 1.25: Modelo simple de un Amplificador
operacional.

1.4.7 Ley de voltajes de Kirchhoff (LVK)

La comprension de las leyes de Kirchhoff consti-
tuyen la piedra angular del andlisis de circuitos,
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se basan a su vez en las leyes fisicas de la con-
servacion de la energia y de la carga eléctrica. Se
describen brevemente a continuacion.

Para cualquier circuito de parametros concentra-
dos, en cualquier trayectoria cerrada y en cual-
quier tiempo, la suma algebraica de voltajes es
igual a cero. Matematicamente se expresa como:

ZV =0

De manera alternativa, esta ley se puede enun-
ciar como sigue:

Para cualquier trayectoria cerrada, la suma de las
elevaciones en el potencial debe ser igual a la
suma de las caidas en el potencial. Matematica-
mente esto se expresa como:

S-S

En la Figura 1.26 se muestra dos trayectorias que
ilustran la aplicaciéon de la LVK.

+ Va — ..
| |
I
+ + Vs — .
VZ ¢—"~ v
. A +
— ’ '
1
] Tl : ‘/5
+ ' " B
Vi

Figura 1.26: Ley de voltajes Kirchhoff

Siguiendo la trayectoria 7} se tiene:
Vi+Vo—-V3-V5=0
Siguiendo la trayectoria 75 se tiene:

Vi+Vo—=-Vyi=0
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Ejemplo 1.4.1

Para el circuito mostrado en la Figura 1.27, y
considerando los voltajes de nodo siguientes:

Vo =2[V] w2, =4[V] 3, =T7[V]
V4o = 11[V] w5, =16 [V] wvg, = 22[V]
V7o = 29 [V]

Obtener:

Vg V21 V12 Us3 Vie VUg7r V14

I

Figura 1.27: Aplicacion de la LVK

Solucion

El voltaje v, es el negativo de vy, por lo que:
Uy = —Ugo = —4[V]

Calculo del voltaje v;2:

V12 + V20 = V1o

vio+4=2

\ V12 = -2 [V]

Sistemas Eléctricos

N

El voltaje v9; es el negativo del voltaje vy2:
v = 2[V]
Célculo del voltaje vs3:

V53 + V3o = Uso
vs3 + 7 =16
V53 = 9 [V]

Calculo del voltaje Vig:

V6o + Vo1 + V16 = 0
22 -2+ v14=0
Vi = —20 [V]

Célculo del voltaje vg7:

Vg7 = V6o + Vo7
Ve7 = 22 — 29

ver = —7[V]
Célculo del voltaje vy4:

V14 + Vao + Vo1 = 0
v +11—-2=0
1)14:—9[V]
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1.4.8 Ley de corrientes de Kirchhoff (LCK)

Para todo circuito de parametros concentrados,
en cualquier instante de tiempo, la suma alge-
braica de corrientes presente en una superficie
cerrada es cero.

> IL,=0

De manera alterna se puede enunciar como si-
gue:

Para todo nodo y en cualquier instante de tiem-
po, la suma de las corrientes que entran a un no-
do es igual a la suma de corrientes que salen del
mismo. Matemdticamente se expresa como:

LY
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Figura 1.28: Ley de corrientes de Kirchhoff

La LCK aplicada a la superficie cerrada del circui-
to de la Figura 1.28 es como se indica:

ia(t) +ic(t) = ip(t) +ia(t)

Ejemplo 1.4.2

Para el circuito mostrado en la Figura 1.29, ob-
tenga el valor de i,, interprete el resultado.

7

Figura 1.29: Aplicacion de la LCK

-

iz +9=05
iy =—4A

En realidad la corriente i, tiene direcciéon con-
traria a como estd indicada en el diagrama.

1.4.9 Divisor de voltaje

El divisor de voltaje es un circuito simple en co-
nexion serie de resistores que permite obtener de
manera directa el voltaje en cualquier resisten-
cia, en términos de la fuente y los resistores.

Si se tiene una configuracion de varias resisten-
cias en serie como el mostrado en la Figura 1.30,
entonces la caida de voltaje en cualquier resis-
tencia es proporcional al valor de dicha resisten-
cia.

Ry )
Vi = 1%
N (R1+R2+R3+---+RN ‘

En la ecuacioén anterior, Ry es la resistencia de
interés en la cual se desea conocer el voltaje par-
ticular V.

+ i = + V2 -
AYAYAY, AAVAY,
Ry Ry +
@) I RS Vs
Ry
NNN———=====--
- Vv +

Figura 1.30: Circuito divisor de voltaje
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Ejemplo 1.4.3

~

Para el circuito que se muestra en la Figura
1.31, obtenga el voltaje en cada resistencia y
verifique que se cumple la ley de voltajes de
Kirchhoff, utilice la regla del divisor de volta-
je.

Ry

NV
4Q

20V Cj) 100 § Ry

6

NN
R3

Figura 1.31: Divisor de voltaje

=

Se aplica el divisor de voltaje en cada una de
las resistencias con lo que se obtiene:

4
- (

— ] (20) =4V
4+10+6)( )

10
—(—— Ym0 =1
Vi, (4+10+6)(0) ov

6

= _— 2 =
Vi (4+10+6)( 0) =6V

Como puede observarse facilmente, la suma
total de los voltajes de cada resistencia es igual
al voltaje de la fuente, cumpliéndose asi la ley
de voltajes de Kirchhoff.

1.4.10 Divisor de corriente

El divisor de corriente es un circuito simple de
resistores en paralelo que facilita obtener la co-
rriente que circula por una resistencia, en térmi-
nos de la fuente de excitacion y los resistores.

Si se tiene una configuracién de varias resisten-
cias en paralelo como el mostrado en la Figura
1.32, entonces la corriente Iy que circula en ra-
ma N es igual a la resistencia equivalente en pa-
ralelo Ry dividida entre la resistencia Ry y multi-
plicada por la corriente que entra al nodo al cual
estan conectadas las ramas en paralelo.

Figura 1.32: Divisor de corriente

La expresion del divisor de corriente en su forma

general es:
Ry
In=(—=—)1s
v (RN> ’
Para el caso particular de dos resistencias en pa-

ralelo como el que se muestra en la Figura 1.33
las corrientes en cada rama son las siguientes:

Figura 1.33: Dos resistencias en paralelo.



1.5 Transformacion de fuentes

29

Ejemplo 1.4.4 Eldivisor de cor

Para el circuito que se muestra en la Figura
1.34, obtenga la corriente en cada resistencia
y verifique que se cumple la ley de corrientes
de Kirchhoff, utilice la regla del divisor de co-
rriente.

Se aplica un divisor de corriente en cada resis-
tencia con lo que se obtiene:

I = (#“3) (3) =34

RO

Figura 1.34: Divisor de corriente

Se observa que la corriente proporcionada por
la fuente se reparte proporcionalmente en ca-
da resistencia, con lo que se cumple la ley de
corrientes de Kirchhoff.

En el andlisis de circuitos eléctricos, algunas veces es conveniente transformar una fuente de voltaje
en una fuente de corriente equivalente y a la inversa, esto con la finalidad de simplificar el circuito y

los calculos relacionadas con el mismo.

1.5.1 Transformacion de fuentes

En la Figura 1.35 se muestra una relacion de equi-
valencia entre una fuente de voltaje y una fuen-
te de corriente. Las fuentes son equivalentes uni-
camente con respecto a los elementos que estan
conectados entre sus terminales. La condicion

R,

a
%
v veve D ¢I= R,
R,
b
(a)

® (1

*

necesaria para que ambos diagramas sean equi-
valentes, es que el voltaje a circuito abierto en-
tre las terminales a-b de los dos circuitos sean los
mismos, asi también la corriente de corto circui-
to en ambos esquemas deben ser iguales. El corto
circuito simplemente se obtiene uniendo los ex-
tremos a-b.

S|

T
RS
~

[~

©)

Figura 1.35: Fuentes equivalentes de voltaje y corriente: (a) condicion de circuito abierto, (b) condi-

cion de corto circuito.
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Ejemplo 1.5.1 )

Compruebe que los circuitos mostrados son
equivalentes.

Se observa que el voltaje a circuito abierto en
el circuito (a) es el voltaje de la fuente de 12'V.
Al formar el corto circuito uniendo las termi-
nales a-b la corriente es:

12
I:—:

\ 2

6A

En el circuito (b), el voltaje a circuito abierto
también es de 12V, y al formar el corto circui-
to, la corriente es de 6 A a través del corto.

R,

a a
20
12V 6A 20
b b
(v)

(a)

Figura 1.36: Circuitos equivalentes.

A

Para el circuito que se muestra a la derecha,
cambie la fuente de voltaje por una de corrien-
te y compruebe que los voltajes y corrientes
para una resistencia de carga de 132 son los
mismos con ambas fuentes.

Para el circuito con la fuente de voltaje se tiene
que:

Rr=Rs;+Rc=2+13=15Q

V.30

=—=—=2A
Rr 15

I

Vap = (Re) (It) = (13) (2) = 26V

Para transformar una fuente de voltaje en una
de corriente véase la Figura 1.38, se utiliza la
siguiente expresion:

\%4 30

I=—="=15A

R 2
A continuacion se obtiene la corriente que cir-
cula por la resistencia de carga con un divisor

Kde corriente.

)
/
8
<
Jus]

Q
AVAYAY,
@

2

Figura 1.37: Circuito original.

15
Ip, = (13+2> (2) =2A

El voltaje en la resistencia de carga es:
Vao = (Rc) (Ir,) = (13) (2) =26V

Como se puede ver, los resultados con ambos
modelos de circuito son idénticos.

CD 15 A gRs

)
Q
A,
&
2

Figura 1.38: Fuente de corriente equivalente.
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De un modo similar a la transformacion de fuentes, en ocasiones es mas sencillo analizar un circuito
después de haberlo transformado en una forma equivalente. En esta seccién se explica de manera
resumida como transformar una conexion de tipo delta (A) a una de tipo estrella (Y ) y viceversa.

oz a b
1.6.1 Conversion A a'Y % @
Cada resistor de la red estrella es el producto de
los resistores de las dos ramas de la red delta ad-
yacentes dividido entre la suma de los tres resis-
tores de la red delta. Rs g
R RasRc- c
1 =
Ra+ Rp+ Lo Figura 1.39: Configuracion estrella.
RpRc
Ro = 1.1
2= Rat Ry + Ro (1.1) a A b
. RARp
L Ra+ R+ Ro

1.6.2 Conversion Y a A

Cada resistencia de la red delta es la suma de to- Figura 1.40: Configuracion delta.

dos los productos posibles de los resistencias de
la red estrella tomados de dos en dos, dividido
entre la resistencia opuesta en estrella.

B RiRs+ R1R3 + RoR3

R
A Ry
RiRy + R1R3 + RoR
Rp — 1ite + [ty Ity + fiofis (1.2)
Ry
RiRy 4+ R1R3 + RaR3
Ro =

Rs Figura 1.41: Configuraciones superpuestas.
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Ejemplo 1.6.1

Para la conexion estrella que se muestra en la
Figura 1.42 obtenga su equivalente en delta.

c

Figura 1.42: Configuracion estrella.

Solucion

Las ecuaciones que permiten transformar una
configuracion estrella en su correspondiente
delta equivalente son:

_ RiRe + RyR3 + RaoR3

R
A Ry

B R1Rs + R1R3 + RoRg

R
B R

RiRy + R1R3 + RaR3
Reo =

\ "

Sistemas Eléctricos

Sustituyendo valores numéricos se obtiene:

Ry DO +QE+@OE) _ |,

4

Figura 1.43: Configuracion equivalente delta.
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Ejemplo 1.6.2

Obtener el equivalente en estrella de la confi-  Sustituyendo valores numeéricos se tiene:
guracion en delta que se muestra en la Figura
1.44. R, (M4 98 _ g

T 14174128 49

Ry — (29T _ 1%

= = =40Q
14 +7+28 49

(14) (28) 392

Ry= — 222 _ 272 _ g0
T U+ T+28 49

Figura 1.44: Configuracion delta.

Solucion

Las ecuaciones que permiten transformar una :

configuracion delta en su equivalente estrella
son: Figura 1.45: Configuracion equivalente estre-

B RuRc lla.
 Ra+ Rp+ Re

1

RpRc

Ry —
>~ Ra+Rp+ Re

B R4Rp
 Ra+ Rp+ Re

3
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Los circuitos que contienen capacitores o inductores suelen representarse por medio de ecuaciones
diferenciales. Un circuito de primer orden es aquel que contiene solamente un elemento de almace-
namiento de energia, ya sea un capacitor o inductor, da lugar a que su ecuacion diferencial que lo

representa sea de primer orden.

1.7.1 Circuito RC sin excitacion

Un circuito RC con condiciones iniciales ocurre
cuando su fuente de alimentacion se desconecta
repentinamente, la energia almacenada en el ca-
pacitor da como consecuencia la apariciéon de un
voltaje entre las terminales del mismo, estas son
las condiciones iniciales con las que el circuito
operard parat > 0, se puede establecer entonces
que en ¢ = 0 se tiene un voltaje inicial 1} es de-
cir v(0) = Vp. En la Figura 1.47 se muestra la res-
puesta natural o transitoria debida unicamente a
la energia almacenada en el capacitor. La rapidez
con la que el capacitor se descarga depende de su
constante de tiempo 7.

%o,

—

o——

—
1

Figura 1.46: Circuito RC sin fuente.

Vo ve(t) = Voe /mu(t)

¢——— H7 ——»

Figura 1.47: Respuesta transitoria del circuito RC

La ecuacion diferencial que representa al circuito
RC en su fase de descarga es:

Y= (1.3)
cuya solucion es
ve(t) = Voe ' u(t)
la constante de tiempo 7 del circuito RC es:
7= RC (1.4)

Otras expresiones que se derivan del andlisis del
circuito son:

ic+itr=0

in(t) = W et/mOy(4)

R
Ve

pr(t) = ??6 2R (t)
CV02 (1 o 6—21:/30)

wr(t) = 5

Respuesta natural: La respuesta natural se debe
Unicamente a la configuracion del circuito y a la
energia almacenada inicialmente en el capacitor,
sin fuentes de alimentacion externa.

Constante de tiempo: Es el tiempo que transcu-
rre para que la respuesta alcance el 63.2 % del va-
lor final a una entrada escal6n.
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1.7.2 Circuito RC con excitacion

Considérese el circuito de primer orden con
fuente de alimentacién y condiciones iniciales
nulas v, (07) = v(0) = v, (07) = 0 mostrado en la
Figura A.7.

R

AN
veu®) () m c—— vi)
-

Figura 1.48: circuito RC con fuente

La ecuacion diferencial que representa a dicho
circuito es:

dv v Vs
— + — = = ’ 1.5
it Re RO (1.5)
y su correspondiente respuesta es:
v(t) =V <1 - e_t/7> u(t) (1.6)

la gréfica de esta respuesta incluye la permanen-
te y la transitoria, misma que se muestra en la Fi-
gura 1.49.

(el
A
‘/S _______________ 1
|v(t) =V, (1—e7t/7) u(t) |
1 ’ ¢
< 5T P

Figura 1.49: Respuesta transitoria del circuito RC
La respuesta transitoria de v(t) es:

ve(t) = [Vé G_t/RC] u(t) (1.7)
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La respuesta de estado permanente es el estado
que alcanza el circuito mucho tiempo después de
aplicarse una excitacion externa. En la practica
suele considerarse cuando la respuesta transito-
ria ha alcanzado cinco constantes de tiempo 57,
o0 practicamentes es cero.

up(t) = Vs
Otras expresiones derivadas del circuito son:
va(t) = (Vee R u(t)
a(t) = OV, (1 e71) u(t)

Como un caso particular, si el capacitor tiene una
condicion inicial V) # 0 en ¢ = 0 las ecuaciones
para el voltaje y corriente son respectivamente:

ve(t) = {Vs + (Vo — V) e‘*//RC} u(t)

ViV (1.8)
io(t) = [];0 ef/RC] u(t)

1.7.3 Circuito RL sin excitacidon

Un circuito RL sin fuente de excitaciény con con-
diciones iniciales i(0) = I, se muestra en la Figu-

ra 1.50.
— +
VL %L m Rg VR

+ —

-

Figura 1.50: Circuito RL sin fuente.

Al aplicar LVK se obtiene
v +vp =0

y la ecuacion diferencial que representa a dicho
circuito es:
di R

— 4+ =i=0

1.9
dt L (1.9

que al resolver para i(t) se obtiene:
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ir(t) = Ipe u(t) (1.10)

La respuesta transitoria debida a la energia al-
macenada en el inductor se muestra en la Figura
1.51.

lin(t) = Toe/mu(t) |
.

<t 57 P

Figura 1.51: Respuesta transitoria del circuito RL

La constante de tiempo estd dada por:

T =

L
I (1.11)

A partir de la respuesta iy, (t) se pueden obtener:
”UR(t) = I()Reft/T’u,(t)

pr(t) = IZRe™2/Ty(t)

_ LI? (1 —26_2t/T) )

wr(t)

1.7.4 Circuito RL con excitacion

Considérese el circuito de primer orden con
fuente de alimentacion y condiciones iniciales
nulas iz, (07) =i(0) =iz (07) = 0 mostrado en la
Figura A.8

Sistemas Eléctricos

R

NN
n

V u(t) (j) m Lg v(t)

-

Figura 1.52: Circuito RL con fuente

La ecuacion diferencial que representa a dicho
circuito es:

di R Vs

L

St i="Tul) (1.12)
cuya solucion para ¢ > 0 es:

Vs

it =75 (1 - e*t/T) ult) (1.13)

su representacion se muestra en la Figura 1.53.

i(t)
A
vel '
R '
i(t) = % (1—e ) u()
1 ’ ¢
< 5T >

Figura 1.53: Respuesta transitoria y permanente
del circuito RL

Otras expresiones de utilidad son:
vr(t) = (Vie™/7) u(t)
vp = Vs (1 - eft/T) u(t)

Como caso particular, cuando el inductor tiene
una condicién inicial /y # 0 en ¢ = 0 la corriente
es:

Ve + <Io — ;) e—t/T] u(t) (1.14)



1.7 Circuitos de primer orden

37

Ejemplo 1.7.1 )

Para el circuito de la Figura 1.54, determine el
voltaje v(t) para ¢ > 0 y la energia en el capa-
citor w,(0). El interruptor ha estado en la posi-
cion 1 por un largo periodo de tiempoent < 0.

t =

120
AVAYAY,
_I_
Cj)z.w %F;: o(t) 24Q§ sng

Figura 1.54: Circuito RC de primer orden

Se calcula el voltaje inicial del capacitor que
serd la condicion inicial para la segunda eta-
pa del andlisis. Para ¢t < 0 en CD, el capacitor
se comporta como circuito abierto.

12Q
—\A\

2.4V<j> * gen

Figura 1.55: Condiciones iniciales

Mediante divisor de tensiéon se obtiene el vol-
taje Vyp.

6
Vi = (12 > 6> (2.4) = 0.8[V]
La constante de tiempo del circuito RC es

T:RC=(6)<%):%=O.5

N

La ecuacion de voltaje del capacitor en la fase
de descarga es

vo(t) = Voe /(1)
Sustituyendo valores se tiene que

vo(t) = 0.8e 2t u(t)

cC— §69
T~

Figura 1.56: Segunda etapa del analisis

La energia almacenada en el capacitorent = 0
es

we(0) = %CVQ _ (%) (é) (0.8)?

we(0) = 0.0266 [J]

0

Figura 1.57: Respuesta transitoria del circuito
RC
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Sistemas Eléctricos

Ejemplo 1.7.2

N

Para el circuito que se muestra en la Figura
1.58, obtener iz, (t), v(t) e i(t) parat > 0. Elin-
terruptor ha estado en la posicion abierta por
un largo periodo de tiempo en ¢ < 0.

t=
120

NV

i — liL(t)
+
g

Figura 1.58: Circuito de primer orden RL

Primero se determinan las condiciones inicia-
les del inductor. Para t < 0 en CD el inductor
Se ve como corto circuito.

12Q 24 Q
AAVAY, AAVAY,
Ip —»

Figura 1.59: Condiciones iniciales

Mediante divisor de corriente se determina la
corriente [y que es la condicion inicial del in-
ductor con la cual iniciard la segunda etapa del
analisis.

1

Parat > 0 el interruptor esta abierto, el circui-
to se muestra en la Figura 1.60.

24 Q)
"W\ lz'l (t)
+

1y —P
§969 §12H

720 g v(t)
Figura 1.60: Circuito visto parat > 0

simplificando la parte resistiva se tiene:

liL(t)
§12H

802

Figura 1.61: Circuito equivalente RL.

La resistencia total vista por el inductor es
Ry =480

La constante de tiempo es

L 12 1

R 48 4

La ecuacion de la corriente en el transitorio de
descarga esta dada por la siguiente expresion:

in(t) = Ioe ' u(t)

El circuito para la fase transitoria de descarga
se muestra en la Figura 1.61. Sustituyendo va-
lores se tiene que

1

ir(t) = 1 e Mu(t) = 0.1e M u(t)
1 —4t

in(t) = 218D g g ity

2

v(t) = —72i,(t) = —3.6 e~ u(t)
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—~
~
~—

iy

Iy

0 = » ¢

Figura 1.62: Respuesta transitoria del circuito RL
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Ejemplo 1.7.3 )

Para el circuito de la Figura 1.63 determine
ve(t) parat > 0. El interruptor ha estado en la
posicion 1 por un largo periodo de tiempo en
t <.

490 1, _, 2 129
AYAYAY, o~ —ANN—
<j>1v + | 5V<j>
U_C/I\GF

Figura 1.63: Circuito RC

Parat < 0, el interruptor se encuentra cerrado
y el capacitor ha alcanzado el estado perma-
nente, por lo que se comporta como circuito
abierto con una condicién de voltaje inicial de
Vo=1V.

NNV
4Q

v(®) Vo

Figura 1.64: Condicion inicial

Para ¢ > 0, el interruptor cambia a la posicion
2 que se muestra en la Figura 1.65.

12Q

Figura 1.65: Anadlisis segunda etapa

N

Sistemas Eléctricos

Ahora se tiene un circuito RC con fuente y una
condicion inicial diferente de cero. La cons-
tante de tiempo es:

7= RC = (12) (%) = 2(s]

La ecuacion diferencial que modela el circuito
estd dada por:

v 5w
a 2 2

cuya forma de respuesta es:

ve(t) = Vs + (Vo = Vo) e ™7 u(t)

Al sustituir valores y simplificar se obtiene:

vo(t) = (5 - 4e/?) u(t)

0 P

Figura 1.66: Respuesta transitoria y pemanen-
te del circuito RC
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Ejemplo 1.7.4

Para el circuito de la Figura 1.67 determine
ir, (t) ¥ vg,(t). El interruptor ha estado en la
posicidén cerrada por un largo periodo de tiem-
poent < 0.

iR, 3H
4—
/000
+ L Z
ngmn \.&( vazg Il 05A D
, (9}
t=0 - )

Figura 1.67: Circuito RL

Para t < 0, el interruptor se encuentra cerra-
do y el inductor actiia como corto circuito, del
diagrama original se ve claramente que la con-
dicion inicial es:

In=0.5

Para la segunda etapa del andlisis se cambia
la fuente de corriente por su equivalente en
fuente de voltaje.

3H 5Q
/000N

5
§1on Vs<j>§v

Figura 1.68: Segunda etapa, cambio de fuente

La resistencia total vista por la fuente de volta-
jees
Ry =150
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La constante de tiempo es

La expresion para calcular la corriente en el in-
ductor es:

in(t) = % n (I - ‘1{2) et/ u(t)

sustituyendo valores y simplificando.

i (t) = g, (1) = (% + % e-5t> u(t)

3H
0000

5
150 fv
2

Figura 1.69: Circuito RL con fuente.

El voltaje en el inductor es
di d (1 1

L= =3 (= - —5t>
T (6 T3¢

efectuando operacionesy simplificando se ob-
tiene:

UL(t) =

vr(t) = =5 e u(t)

Del circuito original se tiene que el voltaje vg,
es:

vy (1) = v (t) + 10 (% + ée‘“) u(t)

efectuando operaciones y simplificando se tie-

ne: 5
vR,(t) = 3 (1-e™) u)
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0

o

Figura 1.70: Respuesta transitoria del circuito RL

Un circuito de segundo orden es aquel que es caracterizado por una ecuacion diferencial de segundo
orden, en la que el circuito fisico contiene dos elementos que almacenan energia de diferente tipo
tales como inductores o capacitores, o bien dos elementos del mismo tipo que no pueden reducirse a
una sola forma equivalente. Debido a que existen en la practica diversas configuraciones de circuitos
que dan lugar a ecuaciones diferenciales de segundo orden, en este texto se va a considerar la red serie
clasica R-L-C para comprender los principios basicos.

1.8.1 Circuito RLC en serie sin fuente

Considérese el circuito mostrado en la Figu-
ra 1.71 el cual opera con condiciones iniciales

In #0y Vo # 0.

Figura 1.71: Circuito serie.

en funcion de la corriente que circula por el cir-
cuito, la ecuacion diferencial de segundo orden
es:

A% Rdi i

—+ ==+ -—== 1.15
dt2+Ldt+LC’ v ( )

de donde la ecuacion caracteristica es:

R 1
5 +—9+7 0

c (1.16)

Las soluciones para la ecuacion caracteristica
son las siguientes:
1
L

R . (
§1 = ———
! oL 2

R (R>2 1
27 7oL 2L

A las raices s; y s se les conocen como frecuen-
cias naturales . De forma compacta dichas raices
se pueden expresar como:

S1 = —a—+ 4/« —w%

S9 = —a — 1/«

| =
|

=
Q

(1.17)

S \
Q

(1.18)

de donde se pueden establecer las relaciones si-



1.8 Circuitos de segundo orden

guientes:

(1.19)

wo = ——
0 .C

A « se le conoce como factor de amortigua-
miento o frecuencia neperiana, sus unidades son

(Np/s).

A wy se le llama frecuencia de resonancia o fre-
cuencia natural no amortiguada, sus unidades
son (rad/s).

De las expresiones (1.18) se deduce que existen
tres posibles soluciones dependiendo de si o >
wp 0 @ = wp 0 bien o < wy cada una con su res-
pectivo nombre y forma de respuesta estas son:

Caso sobreamortiguado o > wy

Para este caso se tiene que las raices s;, so son

.. . . 4L
reales y distintas, esto implica que C' > ok La
respuesta es:

i(t) = Kie®'' + Kye®? (1.20)

Caso criticamente amortiguado o = wy

Para este caso se tiene que las raices de la ecua-
cion caracteristica son iguales s; = s esto impli-

caque C = T La respuesta es:

i(t) = (Ko + Kqt) e (1.21)

Caso subamortiguado o < wy

Para este caso se tiene que las raices de la ecua-
cién caracteristica son iguales complejas conju-
gadas teniendo la forma sq, sy = —a + jw, don-

de wy = \/w? — a? la cual se conoce como fre-
cuencia de amortiguamiento. Esto implica que

4L 1 )
C < 2k arespuesta es:

i(t) = e (K coswqt + Ko sinwgt) (1.22)

Para obtener las constantes K| y K5 se requieren
de las condiciones iniciales de i(¢) y de su prime-
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ra derivada, las cuales se obtienen mediante:

di(0) — — (Rl + Vo)
dt L

i(0) = I (1.23)

Circuito LC sin pérdidas o = 0

Considere el caso tedrico sin pérdidas de un cir-
cuito LC el cual se muestra en la Figura 1.72, en
el que la respuesta es infinitamente oscilatoria.

+
Lg C v

Figura 1.72: Circuito LC sin pérdidas.

El circuito es irrealizable fisicamente ya que
siempre existe una resistencia debido a los pro-
pios conductores y al material con que estan
construidos los elementos que terminara por
agotar la energia almacenada llevandola a cero.

Considerando que las condiciones iniciales del
circuito son Iy = 0y Vj # 0 sila respuesta o sefal
de salida es el voltaje del capacitor v(¢), enton-
ces la ecuacion diferencial que representa a di-
cho circuito es:

d?v v

— 4+ —=0 1.24
dt? * LC ( )

y su correspondiente ecuacion caracteristica es:

92+L*0
S LC

(1.25)
Para este caso se tiene que las raices de la
ecuacion caracteristica son imaginarias puras
s1, 89 = +jwy, la respuesta es:

v(t) = K1 coswgt + Ko sinwgt (1.26)
Para obtener las constantes K y K5 se requieren
las condiciones iniciales siguientes:

dv(0)

v(0) =V o

=0 (1.27)
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VISV

— Sobreamortiguado
—— Crit.amortiguado
—— Subamortiguado
— Oscilatorio

Figura 1.73: Gréficas de las posibles respuestas para un circuito de segundo orden.
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Ejemplo 1.8.1 )

Considere el circuito de la Figura 1.72 con un
voltaje inicial en el capacitor de 4V'y corriente
cero. Obtenga una expresion de v(t) parat > 0.

1
L=2HyC=F.

Solucion

De las ecuaciones (1.19) se tiene que o« =0y
wo = 1, por lo que se tiene un caso de tipo os-
cilatorio cuya respuesta esta dada por:

v(t) = Kj coswgt + Ko sinwgt

De la condicién inicial v(0) = Vy = 4V se tiene
que:

v(0) =4 = K cos(0) + Ky sin(0)
K =4

\_ v(t) =4 cos(t) + Kasin(t)

Para obtener K, se hace uso de la expresion:

dv(0)

a

Se deriva la funcién y se iguala a cero:
v'(t) = —4sin(t) + Ky cos(t)
v'(0) = —4sin(0) + K3 cos(0)
Ky,=0

v(t) = 4cos(t) u(t)

A

Para un circuitlo RLC en serie con valores de
L=2HyC= 5 F, determine los valores de la

resistencia que harian tener una respuesta so-
breamortiguada y subamortiguada.

Solucion

Se obtiene primero la resistencia que hace te-
\ner el caso criticamente amortiguado, es decir

cuando a = wy

wo = ——— =1

R
o = 1= R=2(2) =40

Para valores de R > 4 se obtiene la respuesta
sobreamortiguada, y para valores menores la
respuesta subamortiguada.
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1.8.2 Circuito RLC en paralelo sin fuente

Considérese el circuito mostrado en la Figura
1.74 con condiciones iniciales [y # 0 y Vj # 0,
en funcion del voltaje presente en los elementos,
la ecuacion diferencial de segundo orden es:

Bo L o
dt?  RCdt LC

0 (1.28)

y su correspondiente ecuacion caracteristicas es:

(1.29)

I |
R§ v(t) L%l]o C;:Vb

Figura 1.74: Circuito paralelo.

Las soluciones para la ecuacion caracteristicas

son:
R (1>2 b
1= T9RC 2RC LC

N O <1>2 e
%2~ T9RC 2RC LC

De forma compacta las raices se puede expresar

como:
s1=—a+/a? — wd

92,2
“o

(1.30)

(1.31)

59 = —a — 1/«
Se pueden establecer las siguientes relaciones:

1

o = % (1-32)

1
T VIo

Sistemas Eléctricos

El andlisis que se hace ylas ecuaciones que se ob-
tienen son basicamente las mismas que para el
caso anterior, solo que aqui se trabaja con volta-
jes en vez de corrientes.

Aligual que en el circuito RLC serie aqui también
se tiene tres posibles formas de onda para la res-
puesta, dependiendo de si o > wy 0 @ = wy 0 bien
a < wo.

Caso sobreamortiguado o« > wy

Para este caso se tiene que las raices s;, sy son
reales y distintas, esto implica que L > 4R*C. La
respuesta es:

v(t) = Kie®'' 4 Kpe?' (1.33)

Caso criticamente amortiguado o = wy

Para este caso se tiene que las raices de la ecua-
cion caracteristica son iguales s; = s9 esto impli-
caque L = 4R?C. La respuesta es:

v(t) = (Kg + Kit) e (1.34)

Caso subamortiguado o < wy

Para este caso se tiene que las raices de la
ecuacion caracteristica son complejas conjuga-
das teniendo la forma si,sy = —a & jw,; don-

de wy; = \/wi — a? la cual se conoce como fre-
cuencia de amortiguamiento. Esto implica que

L < 4R?C, larespuesta es:

v(t) = e~ (K7 coswgt + Ko sinwgt) (1.35)
Para obtener las constantes K| y K5 se requieren
de las condiciones iniciales de v(t) y de su prime-
ra derivada, las cuales se obtienen mediante:

dv(0 —(RIp+ W

v(0) =Vp v(0) = (Rl + Vo)

i j7e (1.36)

Las formas de onda para el voltaje son similares
a las que se muestran en la Figura 1.73.
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1.8.3 Circuito RLC en serie con fuente

Se considerara el circuito RLC en serie con una
fuente de excitacion, en el cual la variable de sa-
lida es el voltaje en el capacitor como se ilustra
en la Figura 1.75.

Al aplicar la LVK al circuito en direccion de la co-

rriente se tiene el modelo siguiente:

dv Rdv v _ Vi
dt2  Ldt LC LC

(1.37)

y su correspondiente ecuacion caracteristicas es:

(1.38)

. R 1
"2 — S _—
s+ i s+ IC 0

Vau(t)

Figura 1.75: Circuito RLC con fuente.

Obsérvese la similitud que existe entre las ecua-
ciones (1.15) y (1.37) para el modelo del circuito
y entre sus respectivas ecuaciones caracteristicas
(1.16) y (1.38), los coeficientes son los mismos
pero la variable de salida es diferente.

La respuesta del voltaje en el capacitor es igual a
la respuesta permanente, un valor constante de-
bido a la fuente de excitacion, mas la respuesta
transitoria debida al comportamiento del circui-
to, dada por las raices de la ecuacion caracteristi-
ca. En este sentido, se tienes tres casos:

Caso sobreamortiguado

v(t) =V, + K1t + Koes?!
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Caso Crit. Amortiguado
v(t) = Vs + (Ko + Kit) e ™
Caso Subamortiguado

v(t) = Vi + e (K1 coswgt + Ko sinwgt)

Las constantes /| y K5 se obtienen de las condi-
dv(0)

ciones iniciales v(0) y o
at

1.8.4 Circuito RLC paralelo con fuente

Considere el circuito paralelo con fuente de exci-
tacion mostrado en la Figura 1.76. La variable de
salida es i(t) = i7,(¢) en el inductor. Al aplicar la
LCK en el nodo superior se tiene que la ecuacion
diferencial es:

> 1 di i I

b — = 1.39
a2 " RCdt T LC IO (1:59)
y su ecuacion caracteristicas es:
. 1 1
2
s s+—=0 1.40
"+ oast 1o (1.40)

§R Lgllo cT—V

Figura 1.76: Circuito paralelo con fuente.

De nueva cuenta observe la similitud con las
ecuaciones (1.28) y (1.29). Los coeficientes son
los mismos pero la variable de salida es la co-
Iriente.

De nuevo, la respuesta de la corriente en el in-
ductor tiene un valor constante debido a la fuen-
te de excitacion y una respuesta transitoria de-
bida a las raices de la ecuacion caracteristica del
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propio circuito, por lo que para la respuesta com-

pleta se presentan tres posibles casos:

Caso Sobreamortiguado

i(t) = Is + K1e®t + Koes?'

Sistemas Eléctricos

Caso Crit. Amortiguado

Z(t) =1, + (KQ + Klt) e~

Caso Subamortiguado

i(t) = Iy 4+ e (K1 coswgt + Ko sinwgt)

Ejemplo 1.8.3

~

En el circuito de la Figura 1.77 el interruptor
ha estado cerrado durante mucho tiempo y en
t = 0 cambia ala posicion 2, obtenga i(t) y v(t)
parat > 0. Considere al capacitor inicialmente
descargado.

50 - ’l)(t) +

t=0 E_'ll_
= Zua

Qo

Figura 1.77: Circuito RLC.

Para t < 0 el circuito ha alcanzado el estado
permanente y el inductor actia como corto
circuito, la corriente en esta etapa serd la con-
dicion inicial que tiene el inductor para la se-
gunda parte del andlisis es decir para ¢ > 0 la
corriente es:

20
i(0)=Ip=—=4A
5
Parat > 0 el interruptor cambia a la posicion 2
como se muestra en la Figura 1.78.

— o) +
| |
[
+ 1o -
vL(t)§2H 8 1on§v3(t)

Figura 1.78: Circuito RLC.

Se empieza por obtener los valores de « y wy
para determinar que tipo de respuesta o forma
de onda es la que se espera de acuerdo a los va-
lores de los componentes. Con las ecuaciones
(1.19) se tiene.

W= ————=2
(2)(0.125)

Como «a > wy se tiene el caso sobreamortigua-
do cuya respuesta es:

i(t) = Kie®'t + Kyes!

Ahora se obtienen las raices de la ecuacién ca-
racteristica con las expresiones (1.18).

S1.0 = —2.541/(2.5)2 — (2)2

51:—1 82:—4
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Sustituyendo las raices anteriores en la forma  la derivada se evaldaent = 0:
de onda se obtiene:
i'(0) = —K€° — 4K,ye
Z(t) = Kle_t + K2€_4t
igualando con la condicion inicial resulta:
Para obtener las constantes K; y K se utilizan

las condiciones iniciales de la funcién y de su Ki+4K2=20---(2)
primera derivada. Comenzando con i(0) =4 A . . .
L Se resuelve el sistema de ecuaciones si-
se obtiene: X )
multdneas dado (1) y (2) luego se sustituyen
i(0) = K€% + Kye los valores en i(¢) obteniéndose lo siguiente:
—4 ... 4 16
Kit+Ky=4---(1) i(t) = (-3¢ + g ) ult)
Recordando que la condicién inicial de la pri-
mera derivada est4 dada por: Para obtener v(t) se aplica la LVK al circuito de
la Figura 1.78 lo que resulta en:
di(0)  di — (RIh + V)
- — Ut vr(t) +vr(t) +v(t) =0
el ri 7 L(t) + vr(t) + v(t)

o(t) = = (vL(t) + vr(?))

sustituyendo valores se tiene:

di . .
di(0)  — (10(4) + 0) donde v (t) = L 7 ©8 el voltaje en el inductor

n 5 = —20 y vr(t) = Ri(t) es el voltaje en la resistencia.
Efectuando las operaciones indicadas se ob-
Se obtiene la derivada de i(¢) lo cual da: tiene que:
di 32
& Kiemt - AK,e o(t) = Se (—1+e™) u)

K dt

La Transformada de Laplace es una de las herramientas matemaéticas més poderosas para disenar,
analizar y sintetizar sistemas en general y circuitos eléctricos en particular. En la presente seccion se
“_n

utiliza esta herramienta para el anélisis de circuitos eléctricos en el dominio “s” como método alterno
al uso de las ecuaciones diferenciales en el dominio del tiempo.

Los modelos matematicos asociados a los sistemas lineales e invariantes en el tiempo son representa-
dos por ecuaciones diferenciales lineales, ordinarias y de coeficientes constantes de la forma dada por
la siguiente expresion.

Z a” t" Z b Ztm (1.41)

n=0 m=0
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Donde y(t) es la sefial de salida, x(¢) es la sefial de entrada. Como un caso particular, cuando N = 1
dy(t)

y M = 0 se tiene una ecuaci6n diferencial de primer orden a; + apy(t) = box(t). Algunas de las

senales de entrada x(¢) mas comunes son la sefal de directa cd y la forma de onda senoidal, no obs-
tante, se pueden presentar y analizar otras formas de onda.

Procedimiento para aplicar la Transformada de Laplace

“_”n

o Se transforma el circuito del dominio temporal al dominio “s”.

“_n

9 Se resuelve el circuito en el dominio “s”.

6 Se aplica la Transformada Inversa de Laplace al resultado y se obtiene asi la respuesta en el domi-
nio del tiempo.

En seguida se muestran las equivalencias de los componentes entre ambos dominios asi como la in-
terpretacion de los valores iniciales que tienen los elementos que almacenan energia. !

Inductor en el dominio “s” Con un poco de dlgebra se tienen las expresiones
siguientes.

1.9.1

Para obtener las relaciones de corriente-voltaje

en un inductor entre ambos dominios se parte de V(s) = sLI(s) — Li(0~

~—

la ecuacion (1.42).

I
h

v(t) (1.42)

dt

Al obtener la Transformada de Laplace en ambos
lados de la ecuacion se obtiene que:

(1.43)

I(S):EV s

“_”n

Las equivalencias en el dominio “s” se muestran
en la Figura 1.79, en donde la condicién inicial
estd presente como una fuente de voltaje en la
conexion en serie o una fuente de corriente en la
conexion en paralelo.

Dependiendo de la configuracion del circuito
que se esta analizando, sera conveniente utilizar
una u otra equivalencia que facilite los cédlculos
posteriores.

I(s)
—

V(s) % sL (l) @

o)

Figura 1.79: Representacion de un inductor: a) dominio del tiempo, b) y ¢) equivalentes en el dominio

“ »

S

'Nota: Si no se especifica ningin valor inicial en un elemento que almacene energfa, se asumira por defecto que sus

condiciones iniciales son nulas.
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1.9.2 Capacitor en el dominio “s” Con un poco de dlgebra se tienen las expresiones
siguientes:

Para obtener las relaciones de corriente-voltaje
en un capacitor entre ambos dominios se parte I(s) = sCV(s) — Cv(07)

de la ecuacion (1.44).
(1.45)

» 1 v(0™
i(t) =C dilSjt) (1.44) V(s) = @I(S) + %)

Al obtener la Transformada de Laplace en ambos
lados de la ecuacion se obtiene que:

“_n

Las equivalencias en el dominio “s” se muestran
en la Figura 1.80, en donde al igual que con el in-
I(s) = C (sV(s) — v(07)) ductor, la condicién inicial estd presente como
una fuente de voltaje en la conexion en serie o

I(s) = sCV(s) — s Co(07) una fuente de corriente en la conexiéon en para-
S

lelo.
i(t) I(s) I(s)
— — . —
+ + | 1 -
+ — sC + CT
v(t) v(0) _—C V(s) V(s) — —— Cv(0)
- v(0) -
_ _ S _
a) b) c)

Figura 1.80: Representacion de un capacitor: a) dominio del tiempo, b) y c) equivalentes en el dominio

“_ ”»

S

1.9.3 Resistencia y fuentes en el dominio “s

Para obtener la relacion voltaje-corriente en una  lados se obtiene que:
resistencia se parte de la ecuacion (1.46).
V(s) = RI(s) (1.47)

v(t) = Ri(t) (1.46) En la Figura 1.81 se muestran las representacio-
nes del resistor y de las fuentes de voltaje y de co-
rriente en el dominio del tiempo y en el dominio

Al obtener la Transformada de Laplace a ambos  de “s”.
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i(t) I(s)

—»
+ :g + :g
v(t) R V(s) R C;[>V5u(t) C[[F>ZS
a) b)

Sistemas Eléctricos

» |

Tgu(t)

o)

Figura 1.81: Representacion de una resistencia: a) dominio del tiempo y “s”, b) Equivalente de una
fuente de voltaje y c) Equivalente de una fuente de corriente.

1.9.4 Impedancia y Admitancia

En el dominio “s” laimpedancia esta definida co-
mo el cociente de la transformada del voltaje a
la transformada de la corriente, considerando las
condiciones iniciales nulas, tiene la siguiente for-
ma:

(1.48)

De las ecuaciones (1.43), (1.45) y (1.47), consi-
derando nulas las condiciones iniciales, se tie-
nen las impedancias de los tres elementos basi-

cos que son:
Resistencia Z(s) = R
Inductor  Z(s) = sL (1.49)
1
Capacitor Z(s) = —
sC

La admitancia se define como el reciproco de la
impedancia y tiene la forma siguiente:

(1.50)
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Ejemplo 1.9.1

~

Considere nuevamente el circuito de la Figura
1.77 después de que el interruptor se encuen-
tra en la posicion 2 y el inductor tiene la condi-
cion inicial Iy = 4 A. En este ejemplo se utiliza
el método de la Transformada de Laplace o del
dominio “s” para obtener i(t) y v(¢) de una ma-
nera mas rapida y sencilla que en el dominio
del tiempo.

Se transforma el circuito de la Figura 1.78 del

[(P)

dominio del tiempo al de la frecuencia “s”, pa-
ra ello se reemplaza cada componente por su
“_»

equivalente en el dominio “s” véase la Figura
1.82.

sL —

-------- 100
2 3

Li(0)

“w_ »

Figura 1.82: Circuito en el dominio “s”.

\ y T 2155+ 4

La fuente de voltaje es la representacion de la
condicion inicial del inductor y se dibuja con
la polaridad indicada de modo que la corrien-
te entre por la terminal negativa.

Aplicando la LVK en sentido antihorario para
encontrar /(s) que es la corriente en el domi-

“_”»

nio “s”.

—8+10[(s)+§[(s)+2s[(s) =0

4s

I(s) = ——
(5) s2+5s5+4

Se obtiene la transformada inversa de Laplace
para regresar al dominio del tiempo

i) = L {szé—iﬂ}

4 16

i) = <—§e—t + ge—‘“) u(t)

El procedimiento para obtener v(¢) es similar
al que se utiliz6 para encontrar i(t).

- 32
£ s
s24+5s+4

o(t) = %e—‘“ (—1 + e3t) u(t)

u(t) =

Un andlisis alternativo al del dominio del tiempo, para obtener la respuesta de un sistema es a través
de la Transformada de Laplace, el cual se lleva a cabo mediante el uso de la variable compleja “s”. Al
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transformar la ecuacion (1.41) y considerando las condiciones iniciales nulas, se obtiene:

N M
Z ans"Y(s) = Z b s™ X (s) (1.51)

n=0 m=0

Al tomar el cociente entre Y (s) y X (s) se obtiene una expresion importante llamada funcién de trans-
ferencia que se denota como H (s) siendo una funcién racional de sy M < N, tiene la forma siguiente:

M
Z bm S m

N Y(S) _ m=0
H(s) = X6) g: - (1.52)
anS
n=0

Una funcién de transferencia depende de las variables que se establezcan como saliday como entrada.

Para el caso de circuitos eléctricos las variables de entrada y de salida son voltajes y corrientes, por lo
que se tienen cuatro posibles funciones de transferencia que son:

H(s) = 1‘?25)) =  Funcién de transferencia de voltajes
i\S
1
H(s) = () = Funcion de transferencia de corrientes
ko) (1.53)
H(s) = ‘I/O ((5)) = Funcion de transferencia de impedancia
ilS
1
H(s) = ‘EEZ; = Funcion de transferencia de admitancia

“_”

También, es posible expresar la funcion de transferencia como una razén de polinomios en “s”, en
donde el polinomio del numerador contiene los coeficientes de la entrada y de sus derivadas, b,,, y el
polinomio del denominador incluye los coeficientes de la salida y de sus derivadas, a,.

H(s) Y(s)  basM 4 bpyasM 4+ bis+ b (1.54)
) = = - , .
X(s) ansN4an_1sVN 1+ +ais+ag

Como caso particular cuando M = 0y N = 2 se tiene la Funcién de Transferencia para un circuito de
segundo orden que es:
Y (s) bo

H(s) = = 1.55
<S) X(S‘) (1,282 + a1s+ ag ( )

La Funcién de Transferencia es de suma importancia, ya que permite determinar la respuesta a cual-
quier entrada, formando simplemente el producto Y (s) = H(s)X(s).
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Ejemplo 1.10.1 )

Considere un circuito eléctrico de primer or-

den cuyo comportamiento estd dado por la

ecuacion diferencial dit) +i(t) = u(t) y con-

diciones iniciales nulas, obtenga la funcion de
transferencia de admitancia.

Solucion

Al resolver la ecuacién diferencial para i(t) se
tiene que:

N

Al obtener la Transformada de Laplace a la
funcion anterior se tiene:

_ 1
245

I(s)

1
La Transformada de Laplace de u(t) es —, por
S

lo que la funcion de transferencia de admitan-
ciaes:

B I(s) 1
i(t) = (1 e u() H) =305 = 551
Ejemplo 1.10.2 B
Como un ejemplo de aplicaciéon de la funcion Z, Z3

de transferencia, para la red en escalera si-
guiente en la que se determine la funcion de
transferencia de corrientes.

Considerando que los elementos tienen los va-
lores siguientes:

21:Z4:22,11,F 22223:1009

Solucion

Por divisor de corriente se tiene que:

I 7
Ip= 122
\_ Zo+ 23+ Zy

" m . ol .

Figura 1.83: Circuito con impedancias

Iy Z
L Zo+Z3+ 274

. . o 1
La impedancia capacitiva es —, por lo que
S

sustituyendo valores en la expresion anterior
y simplificando se tiene:

11s
H(s)= — 5
(5) = 525+ 5000




CAPITULO 2

ANALISIS DE CIRCUITOS EN ESTADO
SINUSOIDAL PERMANENTE

Una senal de gran importancia y uso en los sistemas eléctricos es la sefial sinusoidal, ejemplo de ello
es la senal de generacion, transmision, distribucion y suministro eléctrico residencial y en la indus-
tria, bajo condiciones de estado sinusoidal permanente. Esta sefial se caracteriza por su amplitud,
frecuencia y desfasamiento. Se sabe que la parte real o imaginaria de las exponenciales complejas son
precisamente sinusoidales, las cuales es posible definirlas mediante valores complejos en forma polar.
La forma polar de la parte real de la exponencial compleja es precisamente la que define el concepto
de Fasor, con el cual se analizan los circuitos de corriente alterna (ca).

El Fasor es una herramienta matematica para el andlisis de circuitos con excitacion sinusoidal, yano en
el dominio del tiempo, sino a través de la representacion fasorial, de forma algebraica, muy accesible
al utilizar las técnicas planteadas en el tema 1. El fasor representa una sefial sinusoidal en forma de
un ntmero complejo a través de su amplitud y su dngulo a una frecuencia fija. Los métodos y técnicas
utilizados en el andlisis de CD son igualmente vélidos y aplicables a circuitos con una representacion
fasorial, aunque ahora se utilizan nimeros complejos.

Con el manejo de fasor se introduce el concepto de impedancia y de admitancia para el andlisis de
circuitos eléctricos.

Las respuestas de los voltajes y las corrientes obtenidos mediante un analisis fasorial pueden pasar a
la representacion en el dominio del tiempo considerando s6lo la amplitud y la fase del fasor.

En este tema también se aborda el andlisis en frecuencia de circuitos resonantes, aplicados a filtros
paso banda. Este tema permite comprender el dominio de la frecuencia, la representacion gréfica e
interpretacion de las respuestas. Asi mismo, se introducen los conceptos de escalamiento en impe-
danciay en frecuencia.

56
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2.2 _

La forma de onda sinusoidal o simplemente onda seno, es el tipo principal de corriente y voltaje al-
terno utilizado en la industria eléctrica. Se define una funcion sinusoidal en el conjunto de los nimeros
reales R a una expresion que tiene la forma V,,, sin (wt + 6) donde V,,, es la amplitud o valor méximo, w
es la frecuencia angular y ¢ es el dngulo de fase.

AN
1\

Figura 2.1: Forma de onda sinusoidal A,, sin(wt + ¢), amplitud y periodo.

Cuando la entrada o excitacion es una forma de onda sinusoidal como la que se muestra en la Figura
2.1, la respuesta que se obtiene es también una sinusoide a la misma frecuencia que la entrada. La
amplitud y el 4ngulo de fase son diferentes entre entrada y salida, pero la frecuencia no se modifica.

Un circuito eléctrico cuya entrada es una corriente o voltaje de tipo sinusoidal, puede analizarse me-
diante el concepto de fasor. Teniendo en cuenta que las formas de onda seno y coseno son basicamen-
te la misma (s6lo difieren en el angulo de fase), la idea de utilizar una representacion fasorial donde la
referencia es la funcién coseno esta basada en la identidad de Euler mostrada en la ecuacion (2.1). Si
una forma de onda estd representada por la funcién seno, ésta siempre puede cambiarse a una refe-
rencia coseno simplemente restando 90° al &ngulo de fase de la onda seno.

€7 = cos¢ + jsin¢ (2.1)
De la expresion anterior se pueden establecer las siguientes relaciones:

cos = Re {em}
(2.2)
sin = Im {87@}

Donde ¢ e I representan respectivamente las partes real e imaginaria de la identidad de Euler.
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Si se tiene una forma de onda del tipo sinusoidal cuya ecuacién es v(t) = V;, cos (wt + ¢,). Dicha ex-
presion puede escribirse como:

v(t) = Re {Vm ej(“t+¢”)}
v(t) = Re {Vm eiy ej“’t} (2.3)

v(t) = Re {V ej“’t}
De la dltima ecuacion se tiene que: '
V =V, e (2.4)

A dicha expresion que no depende de la frecuencia angular se le conoce como fasor de la sinusoide y
esta conformada solo por la amplitud y fase de la misma. En notacion eléctrica se expresa como:

La definicion de fasor se expresa a continuacion (observe que la referencia para el fasor es la funcion
coseno en vez del seno).

Un fasor es la representacion en numeros complejos de una forma de onda sinusoidal. Su expre-
sion es:

Acos (Wt +¢) = A /¢ (2.6)

2.2.1 Impedancia y Admitancia

La oposiciéon que un elemento de circuito pre-  pedancia como:
senta a la corriente alterna, se conoce como im-

pedancia. w I

Se considera el circuito mostrado en la Figura V@ z
2.2 donde la senal de voltaje tiene una forma de -
onda sinusoidal cuyo fasor correspondiente es
Vi / ¢ ¥ la corriente cuya representacion en for-
ma de fasor es I,, / ¢, entonces se define la im-

Figura 2.2: Impedancia.

La impedancia de un elemento en ca se define como el cociente del fasor de voltaje y el fasor de
corriente su representacion es:

Zz%zmz‘;—m v — ¢ Q 2.7)
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2.2.2 Impedancia Resistiva

Para una resistencia en ca, la corriente y el volta-
je se encuentran en fase, es decir el angulo de la
corriente y del voltaje es el mismo.

Se tiene presente que la relacion voltaje-
corriente en el dominio del tiempo es:

u(t) = Ri(t) (2.8)

donde la funcién en el tiempo para la corriente
es:

i(t) = Iy, cos (Wt + ¢;)

se tiene entonces que:

v(t) = RI,;, cos (Wt + ¢;)

Los fasores respectivos de voltaje y corriente son:

V =Ry /¢
I=1In /i

59

El cociente de los fasores de voltaje y corriente da
como resultado la impedancia resistiva que es:

ZR:Y—M:R

I In/éi

Por lo que la impedancia de un resistor es la mis-
ma resistencia y se denota como:

Zr=R (2.9)

+ +
R 2 v(t) Zr< V

o
(®)

Figura 2.3: Representacion de una resistencia en
ca: (a) dominio del tiempo 'y (b) notacién fasorial.

En la Figura 2.4 se muestra la relacion entre las
formas de onda sinusoidales y sus correspon-
dientes fasores.

Figura 2.4: Relacion voltaje-corriente en una resistencia en ca.
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2.2.3 Impedancia Capacitiva

Para un capacitor, la corriente se encuentra ade-
lantada al voltaje por 90°, dicho de otra manera,
el voltaje se atrasa a la corriente por 90°. Si se tie-
ne en cuenta que la relacion corriente-voltaje en
el dominio del tiempo para un capacitor es:

ity =

7 (2.10)

Donde v(t) = Vj, cos (wt + ¢,) es la funcion del
voltaje instantaneo. Derivando respecto al tiem-
po se obtiene:

i(t) = CVyw [—sin (wt + ¢y)]
Con ayuda de la identidad trigonométrica

—sin (x) = cos (z + 90°) se puede expresar la fun-
cion seno en una referencia coseno, asi se tiene:

i(t) = wCVy, cos (wt + ¢, + 90°)

El fasor correspondiente a la funcién en el tiem-

I =wCVin /¢y + 90°

po es:

El cociente de los fasores de voltaje y corriente da
como resultado la impedancia capacitiva que es:

v Vi / o 1
Z = — = = — /— o
CT T T WV /6y +90°  wC [=90°

Transformando y simplificando se obtiene la im-
pedancia del capacitor denotada como:

L

ZV:*:
© jwC  wC

(2.11)

En la Figura 2.6 se muestra las formas de onda
con un desfase de 90° y sus correspondientes fa-
sores.

+
C” " v()

i(t)l - rl -
(a

) (%)

Figura 2.5: Representacion de un capacitor en
ca: (a) dominio del tiempo y (b) notacion faso-
rial.

Figura 2.6: Relacion voltaje-corriente de un capacitor en ca.
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2.2.4 Impedancia Inductiva

Para un inductor, la corriente se atrasa al volta-
je por 90°. Si se considera que la relacion voltaje-
corriente en el dominio del tiempo es:

di

v(t) = L—

7 (2.12)

Donde i(t) = I,,, cos (wt + ¢;) es la corriente en el
inductor. Efectuando las operaciones indicadas
se obtiene:

v(t) = wLIy, |- sin (wt + ¢;)]

Al transformar la funcion seno en una referencia
coseno con ayuda de la identidad trigonométrica
—sin (z) = cos (x + 90°) se obtiene:

v(t) = wLIy, cos (wt + ¢; +90°)

El fasor correspondiente para esta forma de onda

V =wLly /¢ + 90°

€s:
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El cociente de los fasores de voltaje y corriente da
como resultado la impedancia inductiva que es:

1, = Y — wLIm/d’i +90°

I I/ ¢:

=wlL /90°

Se tiene finalmente que la impedancia inductiva
es:

71 = jwL (2.13)

En la Figura 2.8 se muestran las formas de onda
con un desfase de 90° y sus fasores correspon-
dientes

+ +
LS v(t) Zr =2V

ol
(a (b

) )

Figura 2.7: Representacion de un inductor en ca:
(a) dominio del tiempo y (b) notacion fasorial.

0=—
2
—h

Figura 2.8: Relacion voltaje-corriente de un inductor en ca.

La admitancia Y es el reciproco de la impedancia.

(2.14)
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La impedancia es un nimero complejo, en su
forma rectangular se compone de una parte real
resistencia y una parte imaginaria llamada reac-
tancia denotada como X.

Z=R+jX (2.15)

La reactancia ya sea capacitiva o inductiva repre-

Ejemplo 2.2.1

Para el circuito mostrado en la Figura 2.9, de-
termine la Impedancia y Admitancia equiva-
lente vista desde las terminales a — b.

—j6Q
| |
[
C

p ©

R1§129 Ry 2100

C:”— -39 L

j1oQ

AYAYAY,
R3

S

Figura 2.9: Para el problema del Ejemplo 2.2.1

El circuito se simplifica mediante reducciones
serie paralelo sucesivas. La resistencia R, y el
capacitor C se encuentran en serie, lo mismo
sucede con el inductor L y la resistencia R2
por lo que se tiene:

Zi=12—j Zy =10+ 10j

senta la oposicion a la corriente alterna.

La admitancia en su forma rectangular esta com-
puesta de una parte real llamada conductanciay
una parte imaginaria conocida como susceptan-
ciay se denota por B.

Y =G+ jB (2.16)

\

—j6Q

o

20Q

Figura 2.10: Primera simplificacion.

Estas dos impedancias a su vez se encuentran
en paralelo, la expresion para obtener el equi-
valente de dos impedancias en paralelo es:

AR
Fpy = 2122
7+ Zy

Sustituyendo valores se tiene:

Zeq = 7.1643 /17.9873°

200

Figura 2.11: Segunda simplificacion e impe-
dancia total.




2.3 Resonancia

La impedancia Z.4, el capacitor C; y la resis-
tencia R3 se encuentran en serie por lo que
la impedancia equivalente entre las termina-
lesa — bes:

Zap = —6 + Zog + 20

N
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Zap = 27.08 /—=8.04° Q)

la admitancia es:

Y. = 0.0369 /8.04° S

X

Es la condicion que existe en un sistema cuando la excitacion de amplitud fija de tipo sinusoidal en un
sistema produce una respuesta de maxima amplitud.

La resonancia eléctrica es un fendmeno que se produce en un circuito eléctrico en el que existen ele-
mentos reactivos (inductores y capacitores) cuando se aplica una excitacion del tipo sinusoidal de una
frecuencia tal que hace que la reactancia se anule. Una red eléctrica estd en resonancia cuando el volta-
je yla corriente estdn en fase. Un sistema resonante puede ser eléctrico, mecanico, hidraulico, actstico

o de otro tipo.

Un circuito se encuentra en resonancia cuando las formas de onda de voltaje y corriente entre
las terminales de entrada del circuito estan en fase.

2.3.1 Circuito resonante en serie

Considérese un circuito eléctrico como el mos-
trado en la Figura 2.12, en el que la frecuencia an-
gular de la senal de entrada se ajusta de tal forma
que permite a la reactancia del inductor ser igual
ala reactancia del capacitor es decir X = X¢.

Figura 2.12: Circuito resonante en serie.

A dicha frecuencia que se denota como wy tie-
ne por nombre frecuencia de resonancia, en esta
condicion la magnitud del voltaje en los elemen-
tos reactivos es la misma pero desfasados 180° y
el voltaje aparece integramente en la resistencia.

La impedancia vista desde la fuente de alimenta-
cion es:

Z:R+ij—1> (2.17)

wC
Para que laimpedancia de entrada resulte en una
resistencia se requiere que la parte imaginaria de
la impedancia sea cero, es decir Im (Z7) = 0.
1
wL——=0
w

Al simplificar y resolver para la frecuencia angu-
lar de resonancia se tiene que:

1
wy = — (2.18)
VLC
Se tiene también que la frecuencia es:
fo= ! (2.19)
70 27V LC )
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En resonancia, los efectos de los elementos reac-
tivos se anulan mutuamente. En esta circunstan-
cia la corriente alcanza su valor maximo al mis-
mo tiempo que la impedancia toma su minimo
valor reduciéndose asi al sélo valor de la resis-
tencia. La magnitud de la impedancia asi como
su angulo estdn dados respectivamente por:

(2.20)

1 2
7| = | R2 [
17 Wz +(w wc)

La grafica en funcion de la frecuencia angular de
la magnitud de la impedancia ecuacion (2.20) se
muestra en la Figura 2.13.

1Z] 5

| Wo

> W
Impedancia capacitiva : Impedancia inductiva
w < wo : w > wo

Figura 2.13: Magnitud de Z como funcién de la
frecuencia angular.

Se tiene también la gréafica del angulo de la im-
pedancia como funcién de la frecuencia angular
la cual se muestra en la Figura 2.14 a partir de la
ecuacion (2.21).

(2.21)

2LC -1
0 —tan [ L2
an ( wRC )

04
900 | -mmmm e e
Region inductiva
w > wo
OO >

Regi6n capacitiva
w < wo

—90° T - e

Figura 2.14: Grafica del angulo de la impedancia
6 en funcion de la frecuencia angular.

Si se toma la corriente como funcién de la fre-
cuencia angular se obtiene la gréfica de la Figura
2.15 descrita por la ecuacion (2.22) en que la co-
rriente es maxima en la condicién de resonancia.

I = (2.22)

1 1 1
1 Ancho de Banda!
—

> W
wp Wo w2

Figura 2.15: Corriente contra frecuencia angular.

De manera similar, la potencia es maxima en la
condicion de resonancia por lo que se puede es-
tablecer que:

2
Vi (2.23)



2.3 Resonancia

El andlisis para la obtencién de las frecuencias de
media potencia es como sigue:

Prax Vi
2 2R

= () () - (3)

Por otra parte, la potencia media se obtiene para
una corriente que se denota por I,.4 (corriente
de media potencia) estas cantidades estan rela-
cionadas por la expresion:

P, med —
(2.24)

P med

Prned = Ir2nedR = Imed = R

(2.25)

Combinando las ecuaciones (2.24) y (2.25) se ob-
tiene una relacion entre la corriente maxima y la
corriente de media potencia que es:

I max

Irned = \/5

Ahora bien la corriente total del circuito como
funcion de la frecuencia esta determinada por la
ecuacion (2.22). Igualando las ecuaciones (2.26)
con (2.22) se tiene que:

Inax Vi 1 ( Vi > Vin

_— = == — | — = —
V2o 1zl V2\R/ |2

De la expresion anterior se ve claramente que:

|Z| = V2R

2
\IR2 + <w2LC_ 1) = V2R

(2.26)

wC

Desarrollando y resolviendo para la frecuencia
angular se tiene que:

2
WwiLC —1 _ 2
wC
Al extraer la raiz cuadrada a ambos miembros se
obtiene:

(2.27)

WALC — 1
Y T _ 4R
wC (2.28)
W3LC — 1 =+4wRC
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El doble signo en la ecuacion (2.28) se debe al si-
guiente razonamiento:

Cuando se sustituye la frecuencia de resonan-
cia wp en (2.28) el término w?LC —1 =0 lue-
go entonces para toda w <wp se tiene que
w?LC — 1 < 0 por lo que se procede a resolver la
parte negativa de (2.28) es decir:

w?LC —1=-wRC (2.29)
De manera similar para toda w > wy se tiene que
w?LC — 1 > 0 por lo que se resuelve la parte po-
sitiva de (2.28):

w?LC —1=wRC (2.30)

Se resuelven las ecuaciones (2.29) y (2.30) de
donde se excluyen las raices negativas. Las fre-
cuencias de media potencia son:

o R R2+ 1
Y1= 591 12 T ILC

(2.31)

_ R R?+ 1
2L 412 LC

)
Las frecuencias de media potencia y la frecuen-
cia de resonancia se relacionan por medio de la
expresion:

wo = /wiwa (2.32)
Se define el ancho de banda del circuito resonan-
te a la diferencia de las frecuencias en las cua-
les el circuito suministra la mitad de la potencia
maxima, dichas frecuencias se denotan median-
te wy yws.

R
AB:wg—wlz—

i (2.33)

Factor de calidad y selectividad

El factor de calidad denotado como @ para un
circuito resonante, es un parametro adimensio-
nal que mide la relacion entre la energia reactiva
que almacena un componente o un circuito con
la energia que disipa durante un ciclo completo
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de la sefial de entrada. El factor de calidad queda
definido como:

5 (energia maxima almacenada)
(2 — 4T
/ energia disipada por ciclo
(2.34)

Un alto factor de () indica una tasa baja de pérdi-
da de energia en relacion con la energia almace-
nada por el circuito resonante. Es un parametro
importante en la operacion de osciladores, filtros
y otros circuitos sintonizados, ya que proporcio-
na una medida de lo aguda que es su respuesta
en frecuencia.

Magnitud de I

Frecuenciarad/s

Figura 2.16: Efecto de Q sobre la respuesta en
frecuencia de un circuito resonante serie.

En la Figura 2.16 se muestra que entre mas alto
es el factor de calidad @ mas aguda es la curva
de respuesta, lo que implica un menor ancho de
banda y una alta selectividad de frecuencias.

Considérese el circuito mostrado en la Figura
2.17

i(t) c——

Figura 2.17: Circuito resonante en serie.

en donde la senal de entrada es una fuente de co-
rriente i(t) = I,,, cos (wot), se desea hallar una ex-

presion para el factor de calidad de dicho circuito
cuando se encuentra en resonancia. Se aplica la
definicion dada por la ecuacion (2.34) en donde
se sabe que la energia se almacena solamente en
el inductor mediante su campo magnético y en
el capacitor a través de su campo eléctrico, y se
disipa solamente en la resistencia.

Se puede expresar () en términos de la energia
instantanea del capacitor y del inductor con la
potencia promedio P que se pierde en la resis-
tencia, se tiene entonces que:

Qi () vl

donde T es el periodo de la frecuencia de la sefial
de entrada.

(2.35)

La energia instantdnea en el inductor y en el ca-
pacitor son respectivamente:

-2

wr(t) = LZ2(t) (2.36)
2

we(t) = 0“2 ®) (2.37)

el voltaje en el capacitor esta dado por:

vo(t) = éjz’(t) dt

sustituyendo la corriente en la expresion anterior
se tiene:

ve(t) = % IIm cos (wot) dt

(2.38)
vty = Tt
sustituyendo la ecuacién (2.38) en (2.37) se ob-
tiene:
12, sin? (wot)
2Cwk
si se sustituye la frecuencia de resonancia wy =

we(t) =

7ic en el denominador de la expresion anterior

el resultado es:
LIZ sin? (wot)
- 2
por otra parte al sustituir la corriente en la ecua-
cion (2.36) se obtiene:
L2 cos? (wot)
2

we(t) (2.39)

wy, (t) (2.40)
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Al sumar las ecuaciones (2.39) y (2.40) y factori-
zar se tiene:
LI?

we(t) +wr(t) = —&

La potencia promedio P en la resistencia y el pe-
riodo de la sefal de entrada 7" son:

I? 1
p:LR T— —
2 fo

luego entonces la energia disipada en la resisten-
ciaes: )
wgr = PT = M
2fo
Sustituyendo las ecuaciones (2.41) y (2.42) en
(2.35) se obtiene finalmente que el factor de cali-

dad Q es:

(2.42)

(2.43)
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En términos de los componentes del circuito el
factor de calidad se expresa como:

1 |L

En resonancia la magnitud del voltaje en los ele-
mentos reactivos es idéntica por lo que el factor
de calidad puede expresarse también por:

‘/C - VL - Q‘/m (2-45)

Nota: No debe confundirse el factor de calidad
con la potencia reactiva ya que ambas se escri-
ben con la misma letra (). El contexto a menudo
indica que cantidades se estan trabajando.
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Ejemplo 2.3.1

N

Para el circuito mostrado en la Figura 2.18 de-
termine:

a) El valor de w y la frecuencia “f” para el
cual el voltaje de entrada y la corriente
estan en fase.

b) Determine la corriente i(¢) si el fasor de
voltaje es V = 5 /—45° ala frecuencia de-
terminada en a).

c) Elfactor de calidad Q.

d) Las frecuencias de corte.

e) Elancho de banda AB.

200 2 200 mH
NN 3000
—
+ i(t)
(t) r\D 80nF — —

Figura 2.18: Para el problema del Ejem-
plo2.3.1

a) La frecuencia para la cual el voltaje y la
corriente se encuentran en fase es la fre-
cuencia de resonancia y esta dada por:

1 rad
wg = —— = 7905.69 —
'~ VIC s
0= 7905.69 = 1258.23 Hz

K 2

b)

©)

El fasor de corriente y la corriente i(¢)
son respectivamente:

5 _ (e}
I= % = 0.025 /—45°

i(t) = 25 cos (7905.69¢ — 45°) mA

De la ecuacién (2.43) el factor de calidad
es:

(7905.69) (200 x 1073)

= 7.9056
200

Q=

o bien en términos de los componentes
del circuito:

1 /200 x 103
@= 200 Y 80 x 109 — 7.9056

d) Al sustituir los valores de los elementos

e)

en las ecuaciones (2.31) se obtiene:

d d
wy = 742149 € ) = 8421.49 12
S S

El ancho de banda es la diferencia entre
las frecuencias de corte wy y wi:

d
AB = wy — wy = 1000 22
S

el ancho de banda también puede obte-
nerse por medio de la expresion.

R 200 - = 1000 rad
S

AB =T = 500 x 10-




2.3 Resonancia

2.3.2 Conversion serie - paralelo RL Y RC

Un inductor real tiene siempre una resistencia en
serie debido a la longitud del alambre utilizado
en el devanado de la bobina. Aunque ésta resis-
tencia es muy pequeia en comparacion con la
reactancia del circuito, frecuentemente sus efec-
tos se hacen evidentes en la respuesta total del
circuito, asi entonces no puede ignorarse y debe
tenerse en cuenta en los célculos globales.

Considérese los dos circuitos mostrados en la Fi-
gura 2.19, en donde para el circuito real (a) Rs 'y
X1s son respectivamente, la resistencia interna
de la bobina y la reactancia inductiva de la confi-
guracion en serie.

a ae
Rg T

Zr Zr
YT YT

Xrs l
b b

(a) (b)

S xd

Figura 2.19: Circuitos equivalentes en la misma
frecuencia de operacion w.

Para el circuito paralelo (b), Rp y X.p son los
nuevos valores de los componentes después de
efectuada la conversion serie - paralelo.

Para que los dos circuitos sean equivalentes entre
los nodos a — b, es necesario que las impedancias
y admitancias entre dichos puntos sean iguales
para ambos circuitos. La impedancia y admitan-
cia de entrada de la configuracion serie es:

1
Rs+jXrs
expresando la admitancia en la forma rectangu-
lar se tiene:

Rg . Xrs
Yr = —— 2~ J ( 2 2
Rs” + Xrs Rs” + Xis
del circuito paralelo (b) se tiene que la admitan-
cia de entrada es:

Yr

Zr=Rs+jX1s = Yp=

) (2.46)

1 1

= — —J— (2.47)
Rr ' Xip
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aligualarla parte real e imaginaria entre las ecua-
ciones (2.46) y (2.47) se obtienen las expresiones
que permiten transformar un circuito serie en su
equivalente paralelo estas son:

_ Rg*+ Xps?

R 2.48
P Rs ( )
Rs* + Xps*
X p—= Hs™ + Ars” (2.49)
Xrs

aplicando un razonamiento similar, es posible
convertir un circuito paralelo en su equivalente
en serie mediante las ecuaciones de transforma-
cion siguientes:

Rp Xy p?
Rg= —a—20 (2.50)
Rp*+ Xrp
Rp?X
Xps=—5 (2.51)
Rp*+ Xrp

Considérese ahora el circuito capacitivo mostra-
do en la Figura 2.20

N |

Zr Zr

Yr <:> Yr

Xecs — l

b b
(a)

Figura 2.20: Circuitos equivalentes en la misma
frecuencia de operacion w.

RP§ Xcp ——

(b)

Aplicando un razonamiento similar al utilizado
anteriormente, es posible convertir un circuito
serie capacitivo en su equivalente paralelo me-
diante las ecuaciones de transformacion siguien-
tes:

_ Rs*+ X¢g?

R
r Rg

(2.52)
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(2.53)

las ecuaciones para convertir un circuito paralelo
capacitivo en su equivalente en serie son:

Rp Xcp?
Rg = —2 <L _ (2.54)
Rp®+ Xcp
Rp* X
Xog = —a—P (2.55)
Rp“+ Xcp

2.3.3 Circuito resonante en paralelo

Sea el circuito paralelo mostrado en la Figura
2.21, para este circuito se aplica el principio de
dualidad como una forma répida de obtener los
mismos parametros del circuito resonante en se-
rie.

=

w@® ns 1B Lo

Figura 2.21: Resonancia en paralelo.

Principio de dualidad

Establece una relacion paralela entre pares

de ecuaciones que caracterizan a un circuito
asi como a sus teoremas correspondientes.

Se entiende que dos circuitos son duales si estan
representados por las mismas ecuaciones pero
con cantidades duales intercambiadas. Para el
analisis siguiente los pares duales son:

1. Resistencia = conductancia.
2. Inductancia = capacitancia
3. Capacitancia = inductancia

La admitancia como el dual de la impedancia de
un circuito paralelo es:

1 .
Y:—+ij—i

R wlL
(2.56)
1 1
Y=—47 - —
7 +7 (wC’ wL)

La resonancia se tiene cuando la parte imagina-
ria de la admitancia es cero es decir Im(Y") = 0.

1
wC — — =0
w

Resolviendo para la frecuencia de resonancia se
tiene que:
1

wn =
"~ Vic

De las ecuaciones (2.31) se intercambian los ele-
mentos por sus pares duales obteniéndose de es-
ta manera las frecuencias de corte para el circuito
paralelo que son:

b (1)2 L
“I'="5RC 2RC LC

(2.57)

(2.58)
)
“2 7 9RC 9RC LC
Por dualidad el ancho de banda es:
1
AB = W2 — W1 = % (2-59)

También por dualidad el factor de calidad es:

Q = woRC (2.60)
Considerando el circuito paralelo real mostrado
en la Figura 2.22, en el cual la resistencia interna
de la bobina se toma en cuenta para la respuesta
del sistema misma que se encuentra en serie con
el inductor o bobina, dicha resistencia se denota
como Rj,.

Veoopghs

I R§ —__C

Ry

Figura 2.22: Circuito resonante real.
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Para cualquier frecuencia w, la admitancia de en-
trada esta dada por:

1 Ry,
Yp= 4 —t
"T R R+ (wL)
(2.61)
wlL
+j |wC - ——F—
’ [ R} + @LV]

Para cuando se presenta el caso particular de re-
sonancia, la parte imaginaria de la admitancia es
cero, la frecuencia que hace posible esto es la fre-
cuencia de resonancia wy y esta dada por la ex-

presion:
1 (R L ) 2
LC L

Para que la expresion anterior exista se debe

cumplir que:
2
L (RL) >0
LC L -

oseal > C’R%. Sustituyendo la frecuencia de re-
sonancia en la ecuacién (2.61), simplificando y
tomando el inverso se tiene una impedancia pu-
ramente resistiva que es:

wp = (2.62)

LR

Tp = — v
T~ LYCRR;

(2.63)

expresion que solamente es valida si existe la fre-
cuencia de resonancia.

El voltaje maximo V,, en resonancia esta dado
por:

Vi = Z7l, (2.64)
De donde la magnitud es:
Vin = [V (2.65)

Las frecuencias de corte w; y wo se obtienen en
los valores de potencia media de la curva de vol-
taje, es decir, que se tiene como magnitud el valor
dado por la ecuacién (2.65) dividido por v/2 con
un angulo de fase 5 ain por determinar, se repre-
senta como:

Vin
= 2.66
Vp /2 /B ( )
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Cambiando a la forma rectangular se tiene:

Vem = & cosB+j {Vm sin B] (2.67)

V2 V2

Por otra parte el fasor de corriente en forma rec-
tangular es:

Ly = Iy cos ¢i + j (L, sin @) (2.68)

Al tomar el cociente entre el fasor de corriente I,,,
y Vp se obtiene una admitancia especifica Yp,,
que es:

I, cos (¢p; — .
YPm:#‘F]

V2 V2
(2.69)

Igualando las partes real e imaginaria entre las
ecuaciones (2.69) y (2.61) se obtiene el sistema
de ecuaciones siguiente:

1 n Ry, _ ILycos(¢; — B)
R R} +wL)?  Vm
V2

(2.70)
wL I, sin (¢; — B)
C—— 5 =

R} + (wL) Im
V2

al resolver para w y 3 se obtienen los valores de
las dos frecuencias de corte, asi como también
los dos valores de los angulos de fase de Vp,,. El
sistema debe resolverse por medio de una calcu-
ladora cientifica o software especializado.

Considerando una vez mas el circuito de la Figu-
ra2.22 que se encuentra operando a la frecuencia
de resonancia wy, se sabe que en esta condicion
Xc¢ debe serigual a X ya que laimpedancia total
en ésta condicion es estrictamente resistiva y es-
ta dado porla ecuacion (2.63), asi pues el circuito
puede dibujarse nuevamente tal como se mues-
tra en la Figura 2.23
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I Zr g

2000
| |
!

Figura 2.23: Circuito equivalente valido solo en

wo-

Ejemplo 2.3.2 2

Para el circuito mostrado en la Figura 2.24 y
considerando los valores de los componentes
siguientes:

I=06/0° R=6.8kQ C=27uF

L=6mH Rp,=250Q
Obtener:

a) Lafrecuencia de resonancia wy y fo.

b) Laimpedancia total en resonancia Zp.
c) Elfactor de calidad Q.

d) Las frecuencias de corte w; y wa.

e) Elancho de banda.

Ry

HCD gR —c

Figura 2.24: Para el problema del Ejem-
plo 2.3.2

La impedancia equivalente de los elementos
reactivos en resonancia es muy grande lo que
equivale a un circuito abierto. El factor de calidad
para el circuito de la Figura 2.22 es:

Q = wyZ7C 2.71)

a) La frecuencia de resonancia esta determina-
da por la expresion.

_ L_(ﬁ>2
W=\ \1

o 1 B ( 2.5 )2
O~V (6x103)(27x106)  \6x 103

1250/311 d
wy = 22OOVBHL o g g3 124
9 S
2449.33
fo=2 = = 389.823 Hz
2 2

b) En resonancia la impedancia es totalmente
resistiva y esta dada por la expresion:

LR

Ip = —
T~ LYCRR;

_ (6 x 1073) (6800)
~ 6 x 1073 + (27 x 106) (6800) (2.5)

Zr

2720
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c) El factor de calidad est4 dado por la ecua-
cion (2.71):

1 N 2.5 ~ 0.6cos (—p)
2720 6 6800 2,52+ (6 x 103w)®  816V/2
Q = (2449.33) <31> (27 x 107%) T
Q = 5.802 075 10~600 6 x 10 3w _ 0.6sin(-p)
2.52 + (6 x 10-3w)? 816 v/2
d) Las frecuencias de corte se obtienen al re- 31

solver el sistema dado en la ecuacién (2.70),
antes debe obtenerse el voltaje maximo del
circuito que esta dado por:

al resolver el sistema se tiene que las frecuen-
cias de corte son:

'S ad
2720 1632 o = 227651 24y = 2710.33 °X
= = _— = — 1 ! w2 ’
Vi = Zrln = (231 ) (0.6) = 7o
V., 81612 e) El ancho de banda es la diferencia entre las
ﬁ =31 frecuencias de corte wy y wj.
con todos los valores disponibles, se procede rad

L. L. AB = 2710.33 — 2276.51 = 433.823 —
ha sustituir valores numéricos lo cual da: S

-

Los valores numéricos que se han utilizado hasta ahora en los elementos del circuito han sido elegidos
para facilitar los célculos, sin embargo, en muchos casos no se dispone de esos valores de forma practi-
ca. El procedimiento de escalamiento permite analizar circuitos eléctricos con componentes reales, y
posteriormente modificar el valor de los elementos para hacer mas sencillos los célculos. O bien, de
forma inversa, realizar un anélisis del circuito con valores de componentes simples y una vez logrado
el comportamiento deseado es posible escalar los valores de los elementos del circuito a valores reales
manteniendo el mismo comportamiento deseado.

Las técnicas de escalamiento son escalamiento en impedancia y escalamiento en frecuencia, pudiéndo-
se realizar ambos escalamientos de forma simultanea.

2.4.1 Escalamiento en magnitud les son:

El escalamiento en magnitud, permite incremen- Zr=FR Zp=jwl Zc= jwC

tar o disminuir todas las impedancias de un cir-
cuito por un factor, al tiempo que la respuesta en
frecuencia permanece sin cambio.

(2.72)

En el escalamiento en magnitud, cada compo-
nente del circuito se multiplica por un factor K,
(factor de escalamiento de magnitud) permane-
Las impedancias de los componentes individua- ciendo la frecuencia sin cambio. Asi los nuevos
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valores de los elementos R,,, L,, C,, y w,, son:

Rn, - I(mR Ln - I(mL
C (2.73)

() — (1)
Wn — W

El ancho de banda, el factor de calidad, la fre-
cuencia resonante asi como las funciones de
transferencia, no se ven afectadas por el escala-
miento en magnitud.

2.4.2 Escalamiento en frecuencia

El escalamiento en frecuencia consiste en modi-
ficar o realizar un escalamiento en el valor de los

elementos reactivos L, C que integran un circuito,
lo cual tiene como efecto el desplazar en frecuen-
cia la respuesta en frecuencia del circuito man-
teniendo sin cambio las caracteristicas de dicha
respuesta.

El factor de escalamiento en frecuencia K afec-
ta solo a los elementos que almacenan energia
ya que estos dependen de la frecuencia, las resis-
tencias no se ven afectadas. Asi entonces se tiene
que los valores de los nuevos componentes son:

L
Rn =R Ln - Kf
C
C, = K, wp = Kjw



CAPITULO 3

POTENCIA Y CIRCUITOS TRIFASICOS

Con el conocimiento de representacion fasorial, este tema aborda el concepto y célculo de la potencia
y sus variantes. Asi, se tienen la potencia instantdnea, la potencia promedio, la potencia real o activa,
la potencia reactiva, la potencia compleja, la potencia aparente que, si bien tienen las mismas dimen-
siones, se emplean, en algunas de ellas, diferentes unidades para distinguirlas. La potencia se analiza
bajo la consideracion de excitacion del circuito en estado sinusoidal permanente, asociada a un par
de terminales en el circuito en el que esta presente un voltaje y circula una corriente. Su importancia
radica en que con estas variables es posible determinar la potencia maxima que puede manejar un
determinado circuito (por ejemplo, un dispositivo doméstico) y con ello obtener energia util.

La potencia compleja incluye una parte real y una parte imaginaria, estas potencias se pueden repre-
sentar de forma gréafica mediante el llamado tridngulo de potencias, el cual tiene asociado un dngulo
denominado édngulo del factor de potencia, que no es mas que la diferencia de fase entre la senal de
voltaje y la de corriente. El factor de potencia es una medida de la eficiencia del circuito.

En este tema también se presenta el andlisis y determinacion de las potencias en circuitos trifasicos,
los cuales se utilizan para la generacion, distribucién y suministro de grandes cantidades de energia.
Se describen los sistemas trifasicos balanceado y desbalanceados de 3 y 4 hilos, asi como las transfor-
maciones estrella a delta y viceversa para la simplificacion del andlisis, incluyendo el calculo fasorial
de voltajes y corrientes y el tridngulo de potencia trifasico.
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La potencia instantdnea denotada por p(/) que absorbe un elemento es el producto del voltaje ins-
tantaneo v(/) presente entre las terminales del elemento y la corriente instantdnea (/) que pasa a
través del mismo, de acuerdo con la convencion pasiva de los signos.

p(t) = v(t)i(?) (3.1)

Considerando un circuito general en bloques como el que se muestra en la Figura 3.1, en el que una
fuente de alimentacién de ca suministra potencia a una carga arbitraria.

i(t)
—
+ Carga

Fuente
v(t) Arbitraria

p(t)

senoidal

Figura 3.1: Potencia hacia una carga arbitraria.

Sean el voltaje y la corriente instantdneos en las terminales del circuito.

v(t) = Vi, cos (wt + ¢y)
(3.2)
i(t) = I, cos (wt + ¢;)

donde V,, e I,,, son los valores pico, ¢, y ¢; son los angulos de fase del voltaje y de la corriente respec-
tivamente. La potencia instantdnea que absorbe el circuito de la Figura 3.1 esta dada por:

p(t) = Vip I, cos (wt + ¢y) cos (wt + ¢;) (3.3)
aplicando la identidad trigonométrica
2cos (x) cos (y) = cos (x + y) + cos (z — y)

La ecuacion (3.3) queda expresada como:

1 1_ .
p(t) = 5 Vindm cos (py — ¢i) + = Vin I, cos (2wt + ¢y + @) (3.4)
En esta forma, la potencia instantdnea se compone de dos partes. En color azul se muestra la parte que
es constante e independiente del tiempo, en color morado una funcién sinusoidal dependiente del
tiempo y con una frecuencia del doble de la frecuencia del voltaje y de la corriente como se muestra

en la Figura 3.2.



3.2 Potencia instantanea y potencia promedio 77

Energia
almacenda

A
+«—— 1 periordo ———»

Energia
liberada

Figura 3.2: Potencia instantdnea, voltaje y corriente en un circuito de ca.

3.2.1 Potencia promedio

Considerando el circuito resistivo mostrado en la
Figura 3.3, el voltaje, la corriente y la potencia se
encuentran en fase. Observe que la potencia en
un circuito resistivo es siempre positiva y tiene la
forma de onda dada por la ecuacion (3.4).

Aplicando la definicién del valor medio para una
funcion de donde la potencia promedio se ob-
tiene al integrar en un periodo la potencia ins-
tantanea, dada por:

(3.5)

Vil

Al efectuar las integraciones correspondientes se
tiene que la potencia promedio es:

1
P = i‘zmlm COS (@u - ¢L) (3-6)

Si se toma el valor eficaz o rms de la corriente y
del voltaje se tiene que:
P = Vims Irms cos (0) (3.7)

donde los valores rms y el angulo 6, para la co-
rriente y el voltaje son:

Im,

Irms = E Vrms =

Vin B L
ﬁ 9—(¢v ¢z)

¢————— 1 periodo —————p,
1

Potencia

Promedio

g D, VI
2

S
p(t)

v(t) = V,, cos (wt)
i(t) = I, cos (wt)

Energia

disipada

Figura 3.3: Potencia en un resistor ideal .
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3.2.2 Valor rms o eficaz

Una de las magnitudes mas utilizadas en el area
de eléctrica corresponde a los valores rms (root
mean square) o valores eficaces. El valor rms de
una corriente (o de un voltaje) es un valor igual
al de corriente de cd (o al de voltaje de cd) que
entrega o suministra la misma potencia prome-
dio a una resistencia. Esto es, la potencia, sumi-
nistrada por una fuente de cd a una resistencia
R es igual a la potencia promedio, suministrada
por una fuente de ca a la misma resistencia R.

Potencia en cd = potencia promedio de p(t)

1 T
RI? = 7] Ri*(t) dt
T Jo
(3.8)
Al igualar las potencias y despejar para I = Iyms

se tiene:
1 ¢7 .
Irms = T J,\O 22(t) dt

Sila corriente es i(t) = I,,, cos(wt + ¢; ), se sustitu-
ye en la ecuacion (3.9) lo que resulta en:

(3.9)

1 T
Itms = \/T j I%z cos? (wt + ¢z) dt (3.10)
0

Después de efectuar las operaciones correspon-
dientes y simplificar se tiene que el valor rms de

p(t) = ()R
i(t) = I, cos (wt + (i)i)

Potencia y Circuitos Trifasicos

la corriente es:

I777,
Ims = —= (3.11)

V2

De forma similar, se tiene que el voltaje rms de
una senal sinusoidal es:

va

Vrms:\ﬁ

(3.12)

Como se observa, los valores eficaces para las for-
mas de onda sinusoidales s6lo dependen de su
amplitud. La relacién v/2 es exclusiva para las for-
mas de onda sinusoidal. Para obtener los valo-
res eficaces con la ecuacion (3.9) se siguen los si-
guientes pasos:

O Elevar al cuadrado la funcion de interés (for-
ma de onda de voltaje o corriente).

g Obtener el drea bajo la curva de la funcion al
cuadrado, que corresponde al area de la for-
ma de onda.

O Dividir el area, por lo general corresponde al
periodo de la senal, entre el valor del interva-
lo de integracion.

Q Obtener la raiz cuadrada al valor numérico
obtenido en el paso 3.

v

\4

Figura 3.4: Interpretacion grafica del valor rms de la corriente sinusoidal.
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3.2.3 Potencia en un inductor

Considerando el circuito inductivo ideal mostra-
do enla Figura 3.5, la corriente se encuentra atra-
sada con respecto al voltaje en 90°. La potencia
instantanea esta dada nuevamente por el pro-
ducto del voltaje y la corriente. El periodo mos-
trado en la Figura 3.5 corresponde al de la sefial
de excitacion de voltaje que es el mismo para la
senal de corriente. Se observa, que la potencia es

i(t)

+
v(t) ’\D

v(t) = V,, cos (wt)

=

i(t) = I, cos (wt - 90°)

VI

VI
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positiva en dos cuartos del periodo, esto mues-
tra que la potencia es suministrada a la induc-
tancia, mientras que durante los otros dos cuar-
tos del periodo la potencia es negativa indicando
que toda la potencia cedida al inductor, ahora es
transferida de regreso a la fuente.

De esto se deduce que la potencia promedio ha-
cia el inductor durante un periodo completo es
cero. Por lo tanto P, = 0 W. De aqui que la po-
tencia en el inductor ideal sea solo potencia reac-
tiva.

4¢——— 1 periodo ———»

Energia

almacenada pr(t)

Energia
liberada

Figura 3.5: Potencia en un inductor ideal.

Para determinar la potencia reactiva se con-
sidera el producto de las formas de onda
v(t) = Vppcos (wt) e i(t) = I, cos (wt — 90°) en-
tonces la potencia queda expresada como:

pr(t) = Vi Iy, cos (wt) cos (wt — 90°)

Para simplificar la expresion anterior, se hace uso
de la identidad trigonométrica siguiente:

cos(a)cos(b) = % (cos(a + b) + cos(a — b))
Sustituyendo valores y simplificando se tiene:
1
pL () = 3 (Vi I, cos (2wt — 90°) + cos (90°))

Reordenando términos se tiene:

Vi Im
pr (t)

(sin (2wt))

Al expresar las amplitudes con valores rms:
Vin

() (s

Finalmente se tiene que la potencia instantanea
en un inductor ideal es:

pL (1)

) sin (2wt)

pr, (t) = VIsin (2wt) (3.13)

donde V e I son los valores rms del voltaje y co-
rriente respectivamente.

Al producto VI en la ecuacion (3.13) se le conoce
como potencia reactiva en un inductor ideal, es
decir, sin pérdidas y se denota como Q..
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Dicha potencia es cedida alternadamente hacia
el inductor , y de igual forma regresa al circui-
to por lo que no contribuye en nada a la poten-
cia promedio, sus unidades son los volts-ampere
reactivos (VAR).

QL =V (3.14)

en donde V7, e I}, es el voltaje y corriente rms en
el inductor.

Otras formas para la potencia reactiva son:

Vi

3.15
X, (3.15)

Qr=1}X, Q=

3.2.4 Potencia en un Capacitor

Considerando el circuito que se muestra en la Fi-
gura 3.6. La corriente se encuentra adelantada
al voltaje por 90°. La potencia instantdnea esta

i(t)
—

+
v(t) ’\D

v(t) = V,, cos (wt)

i(t) = I,, cos (wt + 90°)

vI

-VI
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dada por el producto del voltaje y corriente ins-
tantaneos. Aqui de nueva cuenta, el periodo que
se muestra corresponde al de la sefial de voltaje
o corriente. Se observa que la potencia es positi-
va en el primer y tercer cuartos de ciclo y nega-
tivo en el segundo y cuarto cuartos de ciclo, por
lo que la potencia promedio en una capacitan-
cia en un periodo completo es cero. Por lo tanto
Pc = 0 W y la potencia que fluye hacia el capaci-
tor y fuera de él es potencia reactiva.

Considerando el producto del voltaje y corriente
instantaneos se tiene que:

pc(t) = Vip Iy, cos (wt) cos (wt + 90°)

Simplificando y expresando en una forma conve-
niente se tiene:

pc(t) = =V 1sin (2wt) (3.16)

donde V e I son los valores eficaces del voltaje y
corriente respectivamente.

[¢—— 1 periodo ————

pL(t)

Energia
almacenada

liberada

Figura 3.6: Potencia en una capacitor ideal.

El producto VI representado como Q¢ se le co-
noce como potencia reactiva capacitiva y se ex-
presa como:

Qc = —Veolo (3.17)

donde V¢ e I son el voltaje y corriente rms en el

capacitor. Otras formas para la potencia reactiva
son:

Ve?
Xc

Qc=—1c*Xe Qc = — (3.18)
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Ejemplo 3.2.1 ‘

Cada uno de los elementos mostrados en la
Figura 3.7 tiene un voltaje entre sus termina-
les de v(t) = 6cos (2t), calcule la potencia ins-
tantdnea y grafique las formas de onda de p(¢),
i(t) y v(t). Los valores de los elementos son:

Zr=20 Z;p=24342Q0 Zo=2-3520

i(t)l i(t)l i(t)l
+ + +

2Q 2 v(t) Zr| | v(t) Zc| | v(t)

(a) (%) (e)

Figura 3.7: Voltaje y corriente en distintos ti-
pos de elementos.

Para la resistencia de 22 la corriente ins-
tantanea es:

i) = vl(;) _ 6cos2(2t)

y la potencia instantanea esta dada por:

p(t) = v(t) i(t) = (6cos (2t) ) (3cos (2t) )

= 3 cos (2t)

p(t) =9+ 9cos (4t)

Se observa que la potencia instantdnea siem-
pre es positiva y que el componente de la po-
tencia promedio tiene un valor de 9 justo la
mitad del valor maximo y una componente del
doble de la frecuencia de la sefial de entrada.
En una carga resistiva las curvas de voltaje y
corriente se encuentran en fase.

Figura 3.8: Curvas de corriente, voltaje y po-
tencia instantaneos en una resistencia.

Para el elemento Z; que es una impedancia
predominantemente inductiva su forma polar
es:

Z=2+j2=2V2/45°

el fasor de voltaje que corresponde a la sefal
del tiempo v(t) es:

V=6/0°
la corriente fasorial se obtiene como:
\Y 6/0° 3
[=—=———=-"_/-45°
Z  2V2/45° V2 [

por lo que la corriente instantdnea i(t) es:

i) = —_ cos (2t — 45°)

V2

y la potencia instantdnea se obtiene como:
p(t) =v(t)i(t) = 4.5 + 6.3 cos (4t — 45°)

las formas de onda del voltaje, corriente y po-
tencia instantaneos se muestran en la Figura
3.9.
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de regreso al dominio del tiempo la corriente
instantdnea se expresa como:

i(t) = —_ cos (2t + 45°)

V2

y la potencia instantdnea es:

Pprom

p(t) = 4.5 + 6.3 cos (4t + 45°)

las formas de onda del voltaje, corriente y po-

Figura 3.9: Sefales de corriente, voltaje y po- T , )
tencia instantaneos de muestran en la Figura

tencia instantaneos en una carga resistiva - in-

ductiva. 3.10.
A
Para el elemento Z- que es una impedancia
predominantemente capacitiva se tiene:
P, rom [~
Z=2—352=2V2/-45° ’
el fasor de voltaje es.
V=6/0°
el fasor de corriente se obtiene como. Figura 3.10: Senales de corriente, voltaje y po-
tencia instantaneos para una carga resistiva -
\% 6/0° 3 .
=== e 3 /45° capacitiva.

S =7 o /—45° V2

Considerando un circuito eléctrico en el cual la corriente y voltaje estdn representados por magnitudes
rmsy cuyos respectivos fasores son: 1 =1 / ¢; yV =V / ¢,. Se define la potencia compleja como:

S =VIel? (3.19)

donde 0 = ¢, — ¢; por lo que se puede escribir:
S = VIe/ =) = (Vel?r) (1e77%) (3.20)
Que expresado en notacion fasorial queda como:

S=(V /¢ /=¢i) = VI* (3.21)
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Las unidades de la potencia compleja son los volt-ampere [VA]. Al convertir la potencia compleja S de
la forma polar a la forma rectangular se obtiene:

S=P+jQ [VA] (3.22)
en donde la potencia real y reactiva son respectivamente:

P =VIcos(6) [W]
(3.23)
Q = VIsin (0) [VAR]

A la magnitud de la potencia compleja se le denomina potencia aparente cuyas unidades son volt-
ampere [VA] y se denota como:

S=|S|=VI [VA] (3.24)

A partir de este momento, y a menos que se indique otra cosa, los ejemplos que se presentan utilizan
valores rms, esto debido a su amplia utilidad en los sistemas de potencia y a que los instrumentos de
medicion operan con valores rms.

Ejemplo 3.3.1 P

Para el circuito que se muestra en la Figura  Por lo que el fasor asociado a la fuente de vol-

verifique la conservacion de la potencia com-  taje en magnitud rms es:
pleja. Exprese los resultados en valores rms.
’U(t) = 169.706 cos (600t — 830). V =120 i_830 V rms
17Q 30 mH
—\VV /0080 A partir de aqui, los voltajes y corrientes son
§ § en magnitud rms. Las impedancias tienen los
120 46 Q .
i valores siguientes:
v(t) ’\/>
— _ . -3
v2 up 43 a8 Zy =17+ 5 (600) (30 x 10~%)
Z1 = 24.7588 /46.636°

Figura 3.11: Para el problema del Ejem-
plo 3.3.1 Zy =12+

7 (600) (72 x 1076)

m Zs = 26.0737 /—62.507°

1
Zs = 46
s +7(600) (83 x 10-6)

El voltaje rms de la fuente se calcula como:
Vi 169.706

Vims = 7 v 120 V rms Zs = 50.1918 /—23.582°
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La impedancia equivalente y total son:

YORWA
Zy = = 18.0914 /—49.482°
YT 2+ 7

Zr =21+ Zy = 29.0655 /8.401°

La corriente total rms es:
= 120/-83° = 4.1286

I TT /—91.401°
Z4 o
1
| I |
+ Ir I I
wiw @ =] ]
b

Figura 3.12: Circuito simplificado

El conjugado complejo de la corriente es:

I% = 4.1286 /91.401°

La potencia compleja total se obtiene median-
te:
Sr = VI} = 495.432 /8.401°

En la forma rectangular se tiene:
Sy = 490.115 + §72.3875

Se aplica el divisor de corriente para obtener
las corrientes I; e I, las cuales son:

I = 2.8646 /—78.286°
I = 1.4881 /—117.301°

Potencia y Circuitos Trifasicos

Las respectivas corrientes conjugadas son:

I} = 2.8646 /78.286°
I} = 1.4881 /117.301°

El voltaje en la impedancia Z; se obtiene me-
diante:

Vy, = Z1Ip = 102.219 /—44.765°
La potencia compleja en la impedancia Z; es:
S1 =V, I = 422.023 / 46.636°
S1 = 289.771 + 306.8165
El voltaje entre los nodos ab es:
Vap = Z2 11 = 74.6922 /—140.884°

La potencia compleja en la impedancia 7, se
obtiene como:

Sg = Vg I = 213.968 /—62.597°
So = 98.4753 — 189.96;

La potencia compleja en la impedancia Z3 se
obtiene como:

S3 = Vg I = 111.152 /—23.582°
S3 = 101.869 — 44.4688;

Finalmente se verifica que:

St =S14+S2+8S3




3.3 Potencia compleja

3.3.1 Triangulo de potencias

A las tres cantidades: potencia compleja, poten-
cia activa y potencia reactiva y se encuentran re-
lacionadas por medio de la expresion:
S=P+;Q (3.25)
En donde para un circuito resistivo y reactivo in-
ductivo y capacitivo ideales:
P=P/0° QL=Qr/90° Qc=Qc/=90°
Si se tiene un circuito totalmente resistivo con

V = V /0°, como el que se muestra en la Figura
3.13 se cumple que:

ZRr = 0=0°

% sz)v_g/)i

v

Vfﬂ R .

Figura 3.13: Segmento de la impedancia resisti-
va.

En al Figura 3.14 se puede observar que los faso-
res de corriente y voltaje se encuentran en fase,
por lo que el tridngulo de potencia se reduce solo
ala potencia real.

X!

>V _
P =VIcosbf

Figura 3.14: Potencia real.

Para el caso en el que se tiene una carga resistiva
- inductiva como el que se muestra en la Figu-
ra 3.15, y considerando una fuente de voltaje con
representacion fasorial V. = V' /(0°, se tiene que la
corriente se encuentra atrasada respecto al volta-
je exactamente por un valor de 6 que es el angulo
de la impedancia resistiva - inductiva.
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\2 .

Figura 3.15: Representacion de laimpedancia re-
sistiva - inductiva.

Para éste caso donde el circuito es predominan-
temente inductivo, se tiene que:

V
Zr, =

7 9:@1)_(/)7? 6> 0°

La representacion geométrica de los fasores de
voltaje y corriente se muestra en la Figura 3.16,
en el mismo diagrama también se encuentra
la representacion del tridngulo de potencias en
donde se observa que el dangulo 6 es el mismo que
aparece en la Figura 3.15.

R ¢\%\
X >V S QL
i o

P

\ 4

Figura 3.16: Triangulo de potencia para una car-
ga predominantemente inductiva.

La potencia compleja en su forma rectangular es:

S=P+jQ; (3.26)

De forma similar, para cuando se tiene una carga
resistiva capacitiva, como el que se representa en
la Figura 3.17 y con un valor de voltaje V. =V /0°
se tiene que la corriente se adelanta al voltaje
por un valor 6, que corresponde al angulo del
triangulo de potencias. Se tiene ademads que:

Zo = 0=y — @ 0 <0°

~l <



86

— Xc Xc
|Z|

Figura 3.17: Representacion de laimpedanciare-
sistiva - capacitiva.

En la Figura 3.18 se puede observar los fasores de
voltaje y corriente asi como el tridngulo de po-
tencias para un circuito predominantemente ca-
pacitivo.

P
0

/ ' &\ Qe
0 >V 15y

Figura 3.18: Triangulo de potencia para una car-
ga predominantemente capacitiva.

La potencia compleja para este caso en su forma
rectangular es:

S=P—-jQc (3.27)

Debido a que la potencia reactiva y la potencia
activa se encuentran a un angulo de 90°, estas
tres potencias se relacionan por el teorema de
Pitdgoras por medio de la expresion:

S = /P2+Q2

que como se sabe S es la potencia aparente.

(3.28)

3.3.2 Factor de Potencia

El dngulo 0 que se encuentra relacionado con la
potencia aparente y la potencia activa y que apa-
rece en las Figuras 3.16 y 3.18, es el angulo del fac-
tor de potencia fp del circuito, se expresa como:

fp=cos(f) = o (3.29)

S
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dicho angulo es también el dngulo de la impe-
dancia de carga.

Como lo describe la ecuacion (3.29), el factor de
potencia cuantifica cuanto de la potencia apa-
rente es realmente potencia real o activa. Por
ejemplo, para un circuito resistivo puro § = 0°
y fp = cos (0°) = 1. Lo que resulta en que toda la
potencia aparente en la carga, es completamente
potencia real P = VI [W]. Para este caso, fp = 1
que se conoce como factor de potencia unitario.

Para el caso en que se tiene un circuito compues-
to de resistencia e inductancia, la corriente en la
carga se atrasa respecto al voltaje, en este caso,
el factor de potencia se dice que se encuentra en
atraso. Para cuando se tiene un circuito RC, la co-
rriente se adelanta al voltaje y el factor de poten-
cia se describe como en adelanto.

En general, un circuito inductivo tiene un factor
de potencia en atraso y un circuito capacitivo tie-
ne un factor de potencia en adelanto.

3.3.3 Correccion del factor de potencia

Un circuito con un factor de potencia bajo, re-
quiere de una alta demanda de corriente, lo que
implica mayor pérdida de potencia en las lineas
de transmision, mayor calibre en las lineas de
conduccién y mayores costos de mantenimien-
to.

Normalmente, la mayoria de las cargas domésti-
cas, residenciales, industriales y comerciales son
de tipo inductivo, debido a la presencia de moto-
res, sistemas de iluminacién etc; en consecuen-
cia, se necesita agregar una carga capacitiva para
anular los efectos inductivos.

Considérese el circuito mostrado en la Figura
3.19. Suponga que la carga mostrada en (a) tiene
un factor de potencia bajo, se desea corregir di-
cho factor introduciendo una carga de tipo capa-
citivo en paralelo con la carga, como se muestra
en (b) para disminuir el efecto inductivo.
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(a) (b)

Figura 3.19: (a) Carga inductiva, (b) Carga induc-
tiva con un capacitor en paralelo.

El procedimiento para encontrar el valor del ca-
pacitor a instalarse en paralelo con la carga es co-
mo sigue:

De la Figura 3.19 (b) la carga y el capacitor estan
conectados entre los nodos a — b por lo que la im-
pedancia de esta configuracion entre dichos no-

dos es: .
— | (R+jwL
(jw0>( gwl)
Z=—7
— + R+ jwL
JwC + i+ Jw
separando en parte real e imaginaria:
R

7 =
C?2L%20% + C?2R2w2 —2CLw? + 1

il w (CL*w? + CR? — L)
J C?2L2w* 4+ C?2R2w?2 — 2CLw? + 1

el nuevo factor de potencia del circuito esta dado
por:
Re(Z)
fr=
2]
después de un poco de algebra y resolver para el
capacitor se tiene que:

) 1
Y S
w | fp

C = : ( (3.30)
R2 + (Lw)?

Otra forma de obtener el valor del capacitor ade-
cuado es: Si se tiene una potencia reactiva de va-
lor 1, y se desea obtener un factor de potencia
unitario, se tiene que eliminar completamente
la componente reactiva, esto se logra colocando
en paralelo con la carga un capacitor que permi-
ta generar un valor de potencia reactiva exacta-
mente igual al de Q.
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Debido a que se desea eliminar la potencia reac-
tiva )1, la reactancia capacitiva puede escribirse
como:
I
wC  Qr

que al despejar C' se obtiene:

_ QL
V2w

v

(3.31)

el cual es el valor del capacitor que permite obte-
ner un factor de potencia unitario.

Supdngase que se tiene el tridngulo de potencias
que se muestra en la Figura 3.20, donde @, es el
valor de la potencia reactiva del inductor y co-
rresponde a un f;, = cos 6.

Se requiere corregir dicho valor aun f, < 1, lo
cual corresponde a un nuevo angulo de factor de
potencia #,, y a una nueva potencia reactiva final

Qn-

En la Figura 3.20 se puede observar que para al-
canzar el valor final de @),,, a la potencia reactiva
total @1, se le debe restar una cantidad de poten-
cia reactiva de tipo capacitivo Q¢.

Se puede establecer que:
Qn=Qr—Qc= Qc =0 —Qn
De trigonometria bésica se puede establecer que:
Q, = Ptan (0,)

Donde P es la potencia activa. Se sustituye ésta
expresion en:

_ QC’ _ QL - Qn
V2w V2w

C

Finalmente se tiene que:

_ Qr — Ptan(0y,)

¢ V2w

(3.32)

que es el valor del capacitor con el cual se obtie-
ne un f, < 1 asociado con un nuevo angulo de
factor de potencia 6,,, donde 6,, < 6.
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° m =
QL QrL
5 Qn
/J / | On
P g P "

(a)

Qc (c)

v

Figura 3.20: Correccion del factor de potencia: (a) Tridngulo de potencia de un circuito resistivo -
inductivo, (b) Introduccion de un elemento capacitivo que genera una una componente ()¢ contraria
a Qr, (c) Reduccion de la potencia reactiva de tipo inductivo debido a Q¢.

Ejemplo 3.3.2 )

Para el circuito mostrado en la Figura 3.21,
considerando que V. = 90/30° y el circuito
opera con una frecuencia de w = 700rad/s,
determine:

a) Elfactor de potencia de la carga.

b) El valor del elemento reactivo para tener
un factor de potencia de 0.9.

— _—10uF 8 mH

S,

B %709 50

Figura 3.21: Para el problema del Ejem-
plo 3.3.2

a) Las impedancias de las dos ramas en para-
lelo son:

1
4 (700) (10 x 10-F)

Z1 = 159.0854 /—63.895°

Zy =5+ (700) (8 x 107%)

Z1 =70+

Zo = 7.5073 /48.239°

laimpedancia equivalente de las dos ramas en
paralelo es la impedancia total del circuito que
se obtiene como:

VAR,
gy = 2122
Z1 + Zo

= 7.635/45.6914°
el angulo del factor de potencia es el 4&ngulo de

la impedancia de carga que en este caso es de
45.6914° por lo que el factor de potencia es:

fp = cos (45.6914°) = 0.6985
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b) El factor de potencia encontrado en el paso
anterior es bajo, por lo que es necesario afiadir
un elemento reactivo para mejorarlo. El cir-
cuito es predominantemente inductivo esto se
puede observar en el angulo de la impedancia
de carga el cual es positivo. Si la impedancia se
cambia a la forma rectangular se tiene que:

Z7 = 5.3336 + 75.4640
de donde se tiene que:

R =5.3336Q X1, =5.5640Q

el circuito entonces tiene el equivalente que se
muestra en la Figura 3.22:

+
\% Zr

Figura 3.22: Circuito equivalente.

Con el valor de la reactancia inductiva, se pue-
de determinar el valor correspondiente de la
inductancia por medio de la expresion:

X
X, =wL=— L= TL = 7.8057 mH
Aplicando la ecuacién (3.30) con el factor de

potencia de 0.9 y la frecuencia de operacion
w = 700rad/s se tiene:

C = 70.587 uF
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Otra forma de obtener el valor del capacitor es
a través del tridngulo de potencias. La corrien-
te total en el circuito es:

90 /30°
Iy = = 11.7867 /—15.691°
T 7635 /45.6914° 569

La corriente compleja conjugada es:

I = 11.7867 /15.691°
La potencia compleja del circuito es:

S = (90/30°) (I})= 1060.81 /45.691°
que al expresar en forma rectangular se tiene:
S = 740.9986 + 5759.104

de donde la potencia activa y reactiva son:
P =1740.9986 [W] Qp = 759.104 [VAR]

El nuevo factor de potencia deseado es de 0.9,
por lo que su correspondiente dngulo es:

6 = cos™! (0.9) = 25.8419°
Al aplicar la ecuacion (3.32) se obtiene:

_759.104 — 740.9986 tan(25.8419°)
(90)% (700)

C = 70.586 uF

éste resultado coincide con el encontrado an-
teriormente.

N

Un sistema de generacion trifasico es aquel que genera tres sefales sinusoidales de la misma ampli-
tud y frecuencia, defasadas entre una y otra 120°, suministra potencia a cargas trifasicas. Los sistemas
trifdsicos pueden ser balanceados o desbalanceados. Un sistema es balanceado cuando las impedan-
cias son iguales en cada fase. Se analiza tomando como referencia una de sus fases, la solucién para
las otras dos fases se puede deducir con la suma y resta de un angulo. Un sistema es desbalanceado
cuando al menos una de las impedancias trifasicas es diferente, analizandose cada fase por separado.
Las configuraciones en los sistemas de potencia son la conexidon en estrella (V') y la conexién en delta
(A). Ya que las senales de los sistemas trifasicos son sinusoidales, se analizan mediante fasores.
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3.4.1 Sistema trifasico Y-Y

Se considera el sistema trifdsico balanceado
mostrado en la Figura 3.23, el sistema esta balan-
ceado si todas las impedancias de carga tienen el
mismo valor o sea Z,,, = Zy, = Z.,. El sistema
tiene la configuracion Y tanto en el generador co-
mo en la carga. Los tres conductores que parten
del generador y llegan hasta los nodos abc donde
se encuentran las cargas, se denominan conduc-

Potencia y Circuitos Trifasicos

tores de linea o simplemente lineas. Las corrien-
tes que circulan por cada uno de estos conducto-
res suelen llamarse corrientes de linea, estas tres
corrientes son I, I, e I..

Las fases para un sistema Y se definen del pun-
to de conexion neutro N hacia cualquiera de las
lineas, de esta forma se tienen en el generador
tres voltajes de fase balanceados que son V 4y,

Veny Ven.

A la e a
+
Van Van [Zan]
In=0 —
N < _
<« Cﬁ Von
V'ILN = n e
D %,
C Ve B cy” Tv, b
+ b —p
L: e

Figura 3.23: Sistema balanceado Y-Y de cuatro hilos con secuencia positiva ABC.

De forma similar, en la carga también se tienen
tres voltajes de fase balanceados los cuales son
Van» Vo ¥ Ve, De la Figura 3.23 se ve claramen-
te que la corriente que circula por una fase es

A‘Ha —_

la misma que su correspondiente corriente de
linea. Si la carga permanece en balance, enton-
ces el cable neutro como se muestra en la Figura
3.24 se puede omitir ya que no llevara corriente.

Figura 3.24: Sistema balanceado Y-Y de tres hilos con secuencia positiva ABC.
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Al aplicar la LCK en el nodo n se tiene que:

I,+I,+1I.+0,=0 (3.33)
de donde las tres corrientes de linea forman un
conjunto balanceado, cuya resultante es cero, en
consecuencia I,, = 0.

Las corrientes de linea se encuentran relaciona-
das la Ley de Ombh:

Van Vh’n, Vcn
T, = T, = T, = (3.34)
Zan Zan Za,n

La secuencia de fase positiva indica el orden en
que se presentan los fasores de voltaje trifasicos,
tomando como ejemplo la Figura 3.25 en el que
el fasor de voltaje V 4y se toma como referencia.

Ven <\""
120°

120° Van
120°

VBN

Figura 3.25: Secuencia de fase positiva.

La flecha roja w indica el sentido de rotacion, asi
pues primero se presenta la forma de onda de
voltaje V 4, seguido de Vpzy y por dltimo Ve,
repitiéndose el ciclo. En notacion fasorial, la se-
cuencia positiva en el generador esta representa-
da por:

Van =V /0°
Veny =V /=120° (3.35)
Ven =V /120°

En la Figura 3.26 se muestra la secuencia en la
que se presentan las formas de onda de voltaje,
siguiendo la secuencia de fase positiva. Esque-
mas similares a las de las Figuras 3.25 y 3.26 exis-
ten para representacion de corrientes de linea y
voltajes de linea.
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+V Van Vpn  Ven

A AN

Figura 3.26: Formas de onda de voltaje.

-V

Los voltajes de linea a linea o simplemente vol-
tajes de linea se presentan entre lineas y también
forma un sistema balanceado, en el generador
son V45, Vo v Veu, en la carga estos son Vg,
Ve V V. Los voltajes de linea en la carga y en la
fuente son iguales, si se considera nula la impe-
dancia de la linea de conduccion.

Las relaciones entre los voltajes de fase y los vol-
tajes de linea en la carga son:

Vab - Van - Vbn

Vbc - Vbn - Vrfn (3-36)

Vca - Vcn - Van

Si se toma como referencia los voltajes de fase
Van =V /0%y Vy, =V /=120°, se procede a es-
tablecer una relacion entre los voltajes de linea y
los voltajes de fase.

Se sustituyen las expresiones anteriores en la pri-
mera ecuacion de (3.36) lo que resulta en:

Vap =V /0° =V /—120°

Cambiando a la forma rectangular se tiene:

|4 3V
Va=vatoy- (-L- V3,
2 2
Efectuando operaciones y simplificando:
3., V3V, 3., V3.
Y=gV = <2+29>

Cambiando a forma polar:

Vo =V (V3/30°) = V3V /30°
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La expresion anterior es equivalente a:
Vay = (V3/30°) Van

Mediante un procedimiento y razonamiento si-
milares, se pueden relacionar los voltajes de fase
y de linea restantes, dichas expresiones se mues-
tran de forma resumida en las ecuaciones (3.37).

Vap = (\/3&) Van Vi = (ﬂw> Vion
Vea = (V3/30°) Ven
(3.37)

En general, cada voltaje de linea se adelanta a su
correspondiente voltaje de fase en 30°. El diagra-
ma fasorial de los voltajes de linea y de fase, se
muestra en la Figura 3.27.

Vea Vap = (\/gﬂ) Van

Figura 3.27: Conjunto balanceado de voltajes de
lineay de fase.

Resumiendo, un sistema se encuentra balancea-
do si se cumplen las condiciones siguientes:

A I, Zlinea

/TO00
+
VAN Van Eﬂﬂ
< N Impedancia nula n
Q O P
/ % 7) o
C g B c
2
e Ziinea
Zjinea
A /000

(a) Circuito original
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o Las fuentes de voltaje V4n, Vgn Y Vo for-
man un conjunto trifdsico balanceado.

9 La impedancia en la carga en cada una de
las fases son iguales y tienen el mismo valor
Zan = Zlm = Zen.

e Laimpedancia de cada conductor de linea es
la misma.

La impedancia del conductor neutro no tiene
efecto al momento de examinar si el sistema es
balanceado.

Una fase equivalente

Considerando el circuito de conexion Y-Y mos-
trado en la Figura 3.28 pero esta vez tomando en
cuenta laimpedancia de los conductores de linea
para cada fase. El sistema trifasico puede reducir-
se al equivalente de una sola fase como se mues-
tra en (b) para resolver el circuito original. Debi-
do alaimpedancia de la linea, los voltajes de fase
en el generador son diferentes a los voltajes de
fase en la carga. Para cuando se tiene una confi-
guracion en delta (A) balanceada, y tomando en
cuenta la impedancia de linea, se puede aplicar
el método del equivalente de una fase, primero
transformando la configuracion delta en una es-
trella lo que equivale a tener el circuito que se
muestra en la Figura 3.28.

A Zlinea a

/" N Impedancianula "
2

(b) Una fase equivalente

Figura 3.28: Sistema trifasico balanceado y su equivalente reducido de una sola fase.
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Ejemplo 3.4.1

Para el sistema trifdsico mostrado en la Figura
3.29, tomando como referencia el voltaje de
fase V,,, = 120 /0° en magnitud rms, obtener:

a) Las corrientes de linea por inspeccion.

b) Comprobar el resultado anterior por
célculo directo.

c) Eldiagrama fasorial de corrientes de linea.

Ty —

Figura 3.29: Para el problema del Ejem-
plo 3.4.1

a) El sistema se encuentra balanceado, ya
que las impedancias de cada fase son igua-
les, se asume también que los voltajes de
fase en el generador se encuentran en ba-
lance y con secuencia positiva. Se tiene
entonces que la corriente de linea I, es:

Van

I, = —%=
20 —10j

= 5.3665/26.56° A

por inspeccion, se tiene que I, se retrasa
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N

respecto de I, por 120° e I. se adelanta a I,
por 120°, se tiene entonces:

I, = 5.3665 /—93.434° A
I. = 5.3665/146.565° A

b) Al ser un sistema balanceado, los voltajes
de fase restantes son:

Vin, = 120 /—120° V
Ven =120/120° V

cada corriente de linea se encuentra aso-
ciado con su respectivo voltaje de fase en-
tonces:

120 /—120°
I, = 201200 o g

—93.434° A
010, 93.434
120 /120°
L= 5 0o- 0 5.3665 /146.565° A

c) El diagrama fasorial es:

L

I

Figura 3.30: Diagrama fasorial de corrientes
de linea con secuencia positiva.




94

3.4.2 Sistema trifasico Y - A

Un sistema trifasico Y-A balanceado se confor-
ma de una fuente en balance conectada en Y que
alimenta a una carga balanceada conectada en A
tal y como se muestra en la Figura 3.31.

Para una carga balanceada conectada en A, las
fases se definen de linea a linea, entonces se tie-
nen tres impedancias de fase del mismo valor
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que son Z,, = Zp. = Z.q. También se tienen tres
corrientes de fase que pasan a través de la impe-
dancias de fase estas son I, I e I,. Suponiendo
de nueva cuenta una secuencia positiva, los vol-
tajes de fase en el generador estan dados por las
ecuaciones (3.35), asi se tiene que, los voltajes de
linea en el generador son los mismos que los vol-
tajes en la carga conectada en A siempre que la
impedancia de los conductores de linea no se to-
me en cuenta.

Figura 3.31: Sistema balanceado Y-A con secuencia positiva ABC.

Considerando la carga en Delta de la Figura 3.31,
se tiene que las corrientes de fase I, I € I, se
obtienen como:

Vab L. — Vl)c V(T(J

— I[(i(L -
Zbc Z(fa

Hab - be
Zab

(3.38)

Ya que los voltajes de fase se encuentran balan-
ceados, las corrientes de fase también lo estan.

Al aplicar la LCK en los nodos a, by ¢ se estable-
ce una relacion entre las corrientes de linea y las
corrientes de fase que son:

]Ia, - ]Iab - H(:a,
Hb - Hb(: - Hab (3-39)
Ie = Ileq — I[bc

Si se toma como referencia la primera ecuacion
de (3.39) y un razonamiento similar utilizado en
la subseccion anterior para relacionar el voltaje
de fase con el voltaje de linea, es posible determi-
nar la corriente de linea con su correspondiente

corriente de fase que es:

I, = (\/3 4—300) T (3.40)
la magnitud de la corriente de linea es v/3 veces
la magnitud de la corriente de fase. En general,
para una carga conectada en A, la magnitud de
las corrientes de linea es v/3 veces la magnitud
de la corriente de fase, las corrientes de linea se
atrasan respecto a sus correspondientes corrien-
tes de fase por 30°.

Expresando la corriente de fase I, en términos
de la corriente de linea se tiene:

H()
Iyp=——"— (3.41)
ab \/g 7300
las restantes corrientes de linea son.
I, = (V3/=30°) T
(3.42)

I = (V3/=30°) L
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Ejemplo 3.4.2

El circuito balanceado mostrado en la Figura
3.32 tiene una configuracion en estrella ba-
lanceada del lado del generador y opera con
una secuencia de fase positiva, tomando co-
mo referencia el voltaje de linea en valor rms
Va = 1203 /0° V y una impedancia de car-
ga Z, = 20 — 105 €2 obtener:

a) Las corrientes de fase.
b) Las corrientes de linea.

c) El diagrama fasorial de corrientes de linea

y de fase.
I, ) a .
\ ab
49 %
Hca

I —» / Zpe ,

c — —

I —) Tpe

Figura 3.32: Para el problema del Ejem-
plo 3.4.2

a) Se da como referencia el voltaje de fase
V., al tratarse de un sistema balanceado,
los otros dos voltajes de fase son:

Vie = 1203 /—120°
Vea = 1203 /120°

las corrientes de fase estan asociados con
sus respectivos voltajes de fase, entonces
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se tiene:
I = _Vab 99951 / 26.565°
20 — 105
Ipe = Vb _ 9.2951 /—93.434°
20 — 105
Vca o
Iog = —= — =9.2951 /146.565
20 — 10y

b) Las corrientes de linea forman un conjun-
to balanceado y tienen una magnitud de
/3 veces la magnitud de la corriente de fa-
se, asi como un desfase en atraso de 30°
respecto de su correspondiente corriente
de fase, se tiene entonces que:

I, = (\/3 1—300) Ty = 16.099 /—3.434°
I, = (V3 /=30°) Tye = 16.099 /—123.434°
I, = (\/3 4—300) To = 16.099 /116.565°

c) Eldiagrama fasorial es:

I

Hb I[bc

Figura 3.33: Diagrama fasorial de corrientes
de linea y de fase.
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Ejemplo 3.4.3 )

Para el circuito balanceado que se muestra en
la Figura 3.35, obtener los voltajes de fase en la
carga. Considérense magnitudes rms.

Se utiliza el modelo equivalente de una sola fa-
se para simplificar el circuito y los célculos.

050  j0.2Q

116 /60° V Zan

Figura 3.34: Circuito equivalente de una sola
fase.

La impedancia de la linea se suma con la im-
pedancia de la carga para obtener una impe-
dancia equivalente total Zp:

Zr = 0.5+ 0.2j + 32 + 405 = 32.5 + 40.2;

A 0.5
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cambiando a la forma polar se tiene:

Z7 = 51.6942 /51.045°

la corriente de linea I, que corresponde al vol-
taje de fase dado es:

116/60°

T

I, = 2.2439 /8.954°

asi entonces el voltaje de fase V,,, es:
Van = (32 + 405) I, = 114.9471 /60.294° V

por inspeccion, los otros dos voltajes de fase
son:

Vin, = 114.9471 /—59.706° V

Ven = 114.9471 /180.294° V

debido alabajaimpedancia delalinea, los vol-
tajes de fase en el generador y en la carga son
muy similares pero no iguales.

j0.29
/B000

NV

116 /60°V

32 + 40

j0.20

0.5

Figura 3.35: Para el problema del Ejemplo 3.4.3
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Ejemplo 3.4.4

Considerando el circuito balanceado mostra-
do en la Figura 3.36, determine las corrientes
de fase. El voltaje de la fuente es rms.

Se trata de un sistema balanceado de configu-
racion (Y — A), en el que la impedancia de las
lineas se debe tomar en cuenta.

La configuracion en delta (A) se transforma
en una configuracion estrella (), lo que da
como resultado el circuito de la Figura 3.35 del
ejemplo anterior.

Ya que el sistema permanece en balance, se
aplica el método del equivalente de una fase.

Las cargas en A yen Y estan relacionadas por
la expresion.

_ Za 9641204
=S =

en el ejemplo anterior, se determin6 que los
voltajes de fase para la configuracion estrella

Zy = 32 + 40

son:
Van = 114.9471 /60.294° V

Vin, = 114.9471 /—59.706° V

Ven = 114.9471 /180.294° V

al aplicar las expresiones dadas por las ecua-
ciones (3.37) los correspondientes voltajes de
linea son:

Vb = 199.0943 /90.2942°

Ve = 199.0943 /—29.7057°
Veo = 199.0943 /210.2943°

ahora es posible determinar las corrientes de
fase de la configuracion A:

Ve 199.094 /90.29°
Zay 96 +120j

= 1.295/38.954°

Hab =

por inspeccion, las otras dos corrientes de fase
son:

Ipe = 1.2955 /—81.046°
I.q = 1.2955/158.954°

Figura 3.36: Para el problema del Ejemplo 3.4.4
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Ejemplo 3.4.5 )

El circuito que se muestra en la Figura 3.37
tiene una configuracion balanceada en es-
trella del lado del generador, donde V,4y =
120 Vs /0° v se encuentra conectado a una
carga desbalanceada también en estrella. Di-
buje el diagrama fasorial de corrientes de
linea.

a

Van 20 — 105 Q2

Figura 3.37: Para el problema del Ejem-
plo3.4.5

Debido al conductor neutro, cada voltaje de
fase se encuentra conectado con su corres-
\pondiente impedancia de fase. Las corrientes

Potencia y Circuitos Trifasicos

de linea se pueden obtener simplemente apli-
cando la ley de Ohm en cada fase:

Van 120/0°
I, = = - — 5.3665/26.565°
20— 10 _ 20 — 10j 26.565
Vay 120 /—120°
I — _ — 13.4164 /—146.565°
PT84 8+4) 6.565
Y 120 /120°
I, = SN _ 1207 _ 7.5/120°

16 16

el diagrama fasorial de corrientes de linea es:

I

Iy

Figura 3.38: Diagrama fasorial de corrientes
de linea con secuencia positiva.

Ejemplo 3.4.6 )

El circuito que se muestra en la Figura 3.39 tie-
ne una configuracion balanceada en estrella
del lado del generador, y alimenta a una car-
ga desbalanceada en delta cuyas impedancias
son:

Ty =8—65Q Zpe=10Q Zou=12+65Q

Si se toma como referencia Vyp =
240 Vims /0°, determinar las corrientes de
linea.

& =
4° =
Iea
I —» / Zye
- ' ' b
| IS |

c <+
I —> Tpe

Figura 3.39: Para el problema del Ejem-
plo 3.4.6
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Los voltajes de linea del generador se encuen-
tran conectados a las impedancias de fase de
la configuracion delta. Para obtener las co-
rrientes de fase se aplica directamente laley de
Ohm a cada fase correspondiente.

\Y 240 /0°
T, = A8 — — — 24/36.869°
Zab 8 — 6]
\Y 240 /—120°
T, = —2¢ — (1200 o, /—120°
Zoe 10
\Y 240 /120°
I, = -4 — 1200 17.888 /93.434°

Zew 12465

Una vez determinadas todas las corrientes de
fase, se aplica la LKC en cada uno de los nodos
Ka, by c para determinar las corrientes de linea.
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En el nodo a se tiene que:

]Ia - ]Iab - ]Ica
I, = (24 /36.869°) — (17.888 /93.434°)
I = 20.5643 /—9.676°

En el nodo b se tiene:
Iy = Ipe — Lap
I = (24 /—120°) — (24 /36.869°)
I, = 47.0254 /—131.565°

Finalmente en el nodo c se tiene:
]Ic — Hca - ]Ibc
I. = (17.888/93.4340) — (24/—1200)

I. = 40.1566 /74.208°

Ejemplo 3.4.7

El circuito Y-Y que se muestra en la Figura 3.40 opera con una secuencia de fase positiva.

Figura 3.40: Para el problema del Ejemplo 3.4.7
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a) Determine en términos de los voltajes de
linea las expresiones que permitan obte-
ner las corrientes de linea.

b) Apoyandose en las expresiones encontra-
das en el paso anterior, obtener los volta-

a) El circuito puede volver a dibujarse como se
muestra en la Figura 3.41, donde solamente se
necesitan dos voltajes de linea, los cuales su-
ministran el voltaje de linea a las impedancias
de carga.

Zan
A
+
wm@® (1)

- ]Ib' an
B n
+
— ]IC Z

B cn
C | M|

Figura 3.41: Circuito equivalente.

Obsérvese que para fines ilustrativos y de
analisis mediante VK se han utilizado fuen-
tes de voltaje para representar a los voltajes de
linea. Para aplicar la LVK se tienen que esta-
blecer las corrientes de malla, que en este caso
estan marcadas en azul. La LVK en la malla su-
perior resulta en:

Ahora se aplica en la LVK en la malla inferior
con lo que se obtiene:

~Vae+ Zpn Iy — 1) + Zepla = 0 -+ - (2)

Potencia y Circuitos Trifasicos

jes de fase en las cargas, si el voltaje de fase
en el generador es Vpy = 125 /—80° y las
impedancias de carga son:

Zan =10 — §5Q  Zpp = 12Q  Zen = 4 + j6

Resolviendo de forma simultanea las ecuacio-
nes anteriores para las corrientes I e I resul-
ta:

Hl _ VBC an + VAB (an + ch)
an ch + Zan (an + ch)

I, — VaB Zyn + Vo (Zan + Zin)
Zlm ch + Zan (Zlm + ch)

b) Debido a que las impedancias no son igua-
les, el sistema es Y-Y desbalanceado de tres
conductores. Se da como referencia el voltaje
de fase Vpy = 127 /-80° ya que el sistema
opera con secuencia positiva, los otros dos vol-
tajes de fase son:
Van = 125 /40° Veon =125 /160°

Ahora se puede determinar los voltajes de
linea como sigue:

Vap = (\/3 @) Van

Vag = (V3/30°) (125 /40°) = 216.5064/70°

Ve = 216.5064 /—50°

Sustituyendo éstos valores junto con las impe-
dancias en las expresiones obtenidas anterior-
mente se tiene.

I =9.7067 /33.962°
o = 15.0054 /—43.699°
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La corriente de linea [, es la diferencia entre [, ~ Los voltajes de fase en las cargas son:
e [;, porlo que se tiene.

I, = I —TI; = 16.0356 /—79.952°
La corriente de linea I. es el negativo de I, por Van = (10 — 55) (9.7067 {33.9620)

lo que:

I = —Ip = 15.0054 /136.300° Van = 108.5248 /7.397° V

Vi = (12) (16.0356 /=79.952°) Ven = (4 + 67) (15.0054 /136.300°)
Vi = 192.4275 /—79.952° V Ven = 108.2057 /—167.39° V

N




CAPITULO 4

METODOS DE ANALISIS

En los temas anteriores se aborda el analisis de los circuitos mediante técnicas sencillas, es decir a
través de reducciones y transformaciones aplicando la Ley de Ohm y las Leyes de Kirchhoff, principal-
mente para circuitos simples. Sin embargo, estas técnicas se complican para circuitos mas complejos
atal grado que la determinacion de las variables de interés se pueden perder de vista, calculando otras
variables, lo que puede confundir al estudiante.

Para circuitos mas grandes o complejos se utilizan dos métodos muy poderosos que no requieren de
reducciones ni de transformaciones y con los que se obtienen los voltajes y las corrientes en cada una
de las ramas. Estos métodos se basan en aplicar las Leyes de Kirchhoff. Si bien, hay diversas variantes
de los métodos al aplicar las Leyes de Kirchhoff, este tema se dedicard a los métodos directos con
algunas variantes. Estos corresponden a:

= Método de Voltajes de Nodo en el cual se aplica la Ley de Corrientes de Kirchhoff, cuyas incogni-
tas son los voltajes de nodo, a partir de éstos se determinan los voltajes de rama y las corrientes
de rama de interés.

= Método de Corrientes de Malla en el cual se aplica la Ley de Voltajes de malla, cuyas incégnitas
son las corrientes de malla, a partir de éstas se determinan las corrientes de rama y los voltajes
de rama de interés.

Su gran ventaja es que se simplifica el nimero de ecuaciones linealmente independientes que hay que
utilizar, ademas de que se puede sistematizar el proceso de calculo haciéndolos muy accesibles.

El cuidado que se debe tener es en cuanto a los valores de los componentes que integran los circuitos
y la asignacion de signos, cualquier omision conduce a resultados erroneos.

Estos métodos corresponden al ntcleo del andlisis de los circuitos eléctricos y su conocimiento facilita
la comprension del resto de los temas.

102
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Es un método general de analisis de circuitos eléctricos en donde los voltajes de nodo son las incogni-
tas a determinar. En este método se aplica la LCK a cada uno de los nodos principales. En su forma
conceptual basica requiere que el circuito contenga fuentes de corriente, ya sea independientes o de-
pendientes.

Un nodo es la unién de dos o0 mas componentes eléctricos. En un circuito existe un nodo de referencia
o nodo de tierra, el cual por lo general se considera la terminal negativa de alguna fuente de voltaje o
también el nodo al que estan conectados el mayor niumero de componentes eléctricos. Al resto de los
nodos se les llama nodos principales

Dependiendo de la configuracion del circuito, es posible que se tenga realizar alguna transformacion
de fuente de voltaje a fuente de corriente.

El nimero de nodos principales establece el nimero de ecuaciones linealmente independientes con
las cuales, al resolverse, se determinan los voltajes de nodo y a partir de éstos se calculan las corrientes
de rama, que es la corriente que circula por cada uno de los componentes.

El método de nodos también se aplica cuando de tiene un Supernodo. Un supernodo es una seccion
cerrada que abarca una o mas fuentes de voltaje ideales entre dos nodos principales en paralelo con
cualesquiera componentes.

4.2.1 Analisis de nodos con fuentes de corriente

En esta subseccion solo se considera el analisis 9 Alos n — 1 nodos restantes se les asigna los
con fuentes de corriente. Circuitos con fuentes voltajes Vi, V5, ... V,,_1, mismos que tienen
de voltaje se consideran en la proxima subsec- como referencia el nodo de tierra.

cion.

Como ya se ha mencionado, en éste meétodo los 8 A cada una de las ramas del circuito se le
voltajes de nodo son las cantidades a determinar. asigna de manera arbitraria una direccién de
Para analizar un circuito que contiene n nodos corriente. Con ayuda de la Ley de Ohm, ex-
sin fuentes de voltaje se consideran los siguien- presar cada una de estas corrientes en térmi-
tes pasos: nos de los voltajes de nodo.

o Se selecciona un nodo como referencia, es-
te nodo normalmente es el llamado nodo de Q Aplicar la LCK en cada uno de los n — 1 nodos

tierra y contiene la mayor cantidad de ra-
mas conectadas al mismo. Los nodos restan-
tes son llamados nodos principales o de no
referencia.

principales con excepcion del nodo de tierra
y resolver de forma simultanea las ecuacio-
nes resultantes para obtener los voltajes de
nodo.
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A

Para el circuito mostrado en la Figura 4.1 De-
termine los voltajes de nodo V1, Vo y V3.

70
AAAY

2Q 6Q

2A T 100 l 1A>90Q

Figura 4.1: Para el problema del Ejemplo 4.2.1

Paso 0

El circuito de la Figura 4.1 tiene 4 nodos, tres
de ellos son principales y aparecen marcados
en color azul con los nimeros 1,2 y 3 y el no-
do de tierra o de referencia en la parte inferior
donde inciden 4 ramas del circuito y se le asig-
na un voltaje de 0 volts. En el nodo 3 también
convergen 4 ramas por lo que podria usarse
como nodo de referencia, pero por comodidad
lareferencia se pone en la parte inferior del cir-
cuito.

Paso g

En el circuito de la Figura 4.2 aparecen etique-
tados también en color azul los voltajes de los
respectivos nodos. Cada uno de estos voltajes
tiene como referencia el nodo de tierra.

Paso e

En el mismo circuito, se ha asignado a cada
rama de forma arbitraria una direccién de co-
rriente, donde la cola de la flecha indica el
punto de mayor potencial y la punta de la mis-
ma indica que la corriente se dirige al punto

de menor potencial.

Is 70
—
AVAVAY,
I I,

i AL ¢ V3

-

Figura 4.2: Circuito de andlisis

—

Cada una de estas corrientes se expresa en
términos de los voltajes de nodo como sigue:
Para la corriente I3, el punto de mayor poten-
cial es V; y se dirige al punto de menor poten-
cial V; a través de la resistencia de 22 por lo
que se escribe:

=W
=5
Para la corriente I5, el punto de mayor poten-
cial es V; y el punto de menor potencial es el
nodo de tierra de 0 volts por lo que se escribe:

I

L0 W
10 10

Para I3, la corriente sale del punto de mayor

potencial V; para dirigirse al punto de menor

potencial V3 a través de la resistencia de 7 2 asi

se tiene que:

=V

I3 7

Las corrientes I, e I5 quedan expresadas co-

mo:
V-V Vs

I
1 6 9
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Paso e

Se aplica la LCK a los tres nodos principales.

En el nodo V; se tiene:
Il +Ig =2
i—Vo Vi—V3

2 7
En el nodo V5 la LCK da:

2. (1)

Iy+1y=1;

10 6 2 - (2)

Voo Vo—=V3 Vi Ve
2, 22—V _ W 2

En el nodo V3 al aplicar la LCK resulta:

Is+ 1, =1+ 1I5

Vi—Vs V-V V.
1— V3 2= BB

\_ 7 6 9
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Las ecuaciones (1) (2) y (3) se pueden reorde-
nar al agrupar las conductancias con cada uno
de los voltajes de nodo, quedando respectiva-
mente COmMo:

1 1 1 1
2 = Z 4= —= —=
V1<2+7)+V2( 2>+V3< 7)
1 1 1 1 1
0—‘/1(2)+V2<2+6+10)+V3(6>

1 1 1 1 1
1=vi(=z) () v g +g)

Al resolver el sistema de ecuaciones, el resulta-
do es:

2998
=— =884
Vi 339 8.8436 V
730
= = 6.4601
Va 13 6.4601 V
360
=— =31
Va3 113 3.1858V
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Ejemplo 4.2.2

~

Para el circuito que se muestra en la Figura 4.3,
obtener los tres voltajes de nodo que e indican,
utilice el método directo o de inspeccion.

21,
102 v, /\ v, 892 v

40V 6Q§ ZleIa #)

N | =

Figura 4.3: Para el problema del Ejemplo 4.2.2

El circuito contiene una fuente de voltaje de
40V en serie con una resistencia de 10 2. Para
poder aplicar de forma correcta el método de
inspeccion, es necesario que el circuito sélo
contenga fuentes de corriente tanto depen-
dientes como independientes.

Se procede entonces a la transformacion de la
fuente de voltaje en su equivalente fuente de
corriente como se muestra en la Figura 4.4. En
donde los valores de las fuentes de corriente

sonl; =4A, I, =2I,Ael3 = §A.

21,
i v, 82 v
<> AV
(T 4A glon gﬁﬂ §21? CT %A

Figura 4.4: Circuito de andlisis

La matriz de conductancias se construye con
la ayuda de la siguiente tabla.

Nodo 1 | Nodo2 | Nodo 3
Nodo 1 ail a12 ai3
Nodo 2 a21 a2 a23
Nodo 3 as1 as2 ass

Tabla 4.1: Tabla de conductancias.

El elemento aq; en la tabla es la suma directa
de las conductancias (admitancias si el circui-
to contiene elementos reactivos) que se en-
cuentran conectadas al nodo 1.

En el presente ejemplo, la resistencia de 102
es la tinica que se encuentra conectada al no-
do 1, por lo que su respectiva conductancia es:

1

allzﬁ

El elemento correspondiente a la posicion ass
en la tabla, es la suma directa de todas las con-
ductancias conectadas al nodo 2, se tiene en-
tonces que:

11T
2=9T6 T 2

En la posicién ass se tiene:

115

“=3 373
Para los elementos que se encuentran fuera de
la diagonal principal en la tabla, por ejemplo
aq2 es el negativo de la suma de las conductan-
cias que estan conectadas directamente entre
el nodo 1 yel nodo 2.

En general a;; = aj;, en el ejemplo no existe
conductancia alguna que conecte directamen-
te el nodo 1 con el nodo 2, por lo que el valor
de éstos elementos son cero, lo mismo ocurre
con los elementos a3 = as;.

a2 =az1 =0 a3 =az; =0
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El elemento que se encuentra en la posicion
ass = ago corresponde a la resistencia de 8 Q2
que se encuentra conectada directamente en-
tre los nodos 2 y 3, se escribe entonces:

1
azs = a32 = —g

La matriz de conductancias finalmente queda
como:

- 1 -
10 0 0
7 -1
G = L=
0 24 8
-1 5
o — =
L ) ]

El vector columna de excitacion de corrientes
es:
I

I=1| I
I3

donde I; es la suma de las fuentes de corrien-
te (dependientes o independientes) conecta-
das en el nodo 1. En general /; es la suma de
todas las fuentes de corriente conectadas di-
rectamente en el nodo j el valor de la fuente
se toma positivo si la corriente entra al nodo
y negativo si sale del mismo. En el ejemplo, la
fuente de 4 A entra al nodo y la fuente de co-
rriente dependiente sale del mismo por lo que
se escribe:

\_

I =4-V;
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obsérvese que la corriente de dependencia I,
se ha expresado en términos del voltaje de no-
do V.

En el nodo 2 sélo se encuentra conectada la
fuente de corriente dependiente y ademas en-
tra en el mismo nodo por lo tanto se tiene que:

I, =Vj3

En el nodo 3 se tiene la fuente de corriente in-
dependiente que entra en el nodo y se escribe:

1
13:§

El vector de corrientes queda como:

1
2

El sistema matricial del circuito es:

GV, =1
Loy o] [ 4—V; ]
10 Vi -
7 -1 V-
N Vo | = 3
0 21 3 2
1
-1 5 V- -
0 - e 3
i T 3 L 2]

Resolviendo para los voltajes de nodo se tiene:

Vi=5V Vo =135V V3 =35V
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El método las corrientes de malla, también es un método general de analisis de circuitos eléctricos en
donde las corrientes de malla son las incognitas a determinar. En este método se aplica la LVK en cada
una de las mallas interiores del circuito.

Una malla es una trayectoria cerrada del circuito en la que no se cruza ningin elemento eléctrico. La
corriente que circula por esa trayectoria cerrada se le llama corriente de malla.

En su forma conceptual bésica requiere que el circuito contenga fuentes de voltaje, ya sea indepen-
dientes o dependientes. Segun sea la configuracion del circuito, es posible que se tenga realizar alguna
transformacion de fuente de corriente a fuente de voltaje.

El nimero de mallas interiores establece el nimero de ecuaciones linealmente independientes con las
cuales al resolverse, se determinan las corrientes de mallas.

A partir de las corrientes de malla se determinan las corrientes en cada uno de los elementos. A estas
corrientes se le llama corrientes de rama.

El método de mallas también se aplica cuando de tiene una Supermalla. Una supermalla es una tra-
yectoria cerrada que abarca una o mas mallas simples en las que se encuentra una fuente de corriente
ideal entre dos mallas simples.

4.3.1 Analisis de mallas con fuentes de voltaje

En éste método se aplica la LVK y las cantidades llas, en donde el voltaje de cada elemento

a determinar son las corrientes de malla. La apli- eléctrico debe expresarse en términos de su

cacion del método consiste en: correspondiente corriente de malla median-
tela Ley de Ohm.

0 Se identifican las mallas internas y se les
asigna a cada una de las n» mallas una co-
rriente con direccion en el sentido de las ma-
necillas del reloj. El namero de corrientes de
malla corresponde con el nimero de mallas.

Con ello se obtiene un conjunto de ecuacio-
nes linealmente indpendientes en términos
de las corrientes de malla.

9 Se resuelven las n ecuaciones de forma si-
multdnea para encontrar las corrientes de
9 Se aplica la LVK en cada una de las n ma- malla.
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Ejemplo 4.3.1

Para el circuito de la Figura 4.5, obtener las
cuatro ecuaciones de malla.

1
Zg
o
Z1 Z3 Z5
1 1 1

| S|

_I_

VE\) (1) [z @Hm@(x Vi

Figura 4.5: Para el problema del Ejemplo 4.3.1

Paso o

En el circuito se han dibujado las direcciones
de las corrientes en el sentido horario, el
subindice de cada corriente indica su corres-
pondiente malla.

Paso 9

Se aplica la LVK en cada una de las mallas. En
la malla 1 se tiene:

-V +Zl(11 *14) + ZQ(Il — .[2) =0

\_

En la malla 2:
Zo(Ia — ) + Z3(Iza — Is) + Za(Io — I3) =0
Enla malla 3:
Vo + Zy(Is — Iy) + Z5(Is — 14) =0
En la malla 4:

Zo Iy + Z5(1y — I3) + Z3(1y — L)
+Z(Is— L) =0

Al reordenar las ecuaciones quedan como:

Vo =1 (Z1 + Za) + Iz (= Z2) + I (= Z1)

0=05(-22)+ 12(Zo+ Z3s+ Zs) + ...
I3 (=Zy) + 14 (= 2Z3)
Vo =D (=2Z4) + I3 (Zs + Z5) + 14 (= Z5)
0="5L(-2Z1)+L(—Z3)+ I3(—Z5) + ...
Iy (Z1+ Zs + Zs + Zg)

Ecuaciones que se utilizaran para expresar el
sistema en forma matricial.
Paso

Se resuelve el sistema de ecuaciones para las
corrientes de malla.

Considerando el circuito del ejemplo anterior,
otra forma de resolver de manera mas rapida el
circuito es mediante la forma matricial de la ley
de Ohm, que tiene la forma siguiente:

Vm - Zm Im
F U] T
1 ail a2 a13 a4 !
V2 a1 Gz 23 A4 I
V3 azl az2 az3 as4 I3
Vi a4l Q42 Q43 Q44 Iy

de donde:

Vi = Vector de excitacion de voltajes de malla
I,,, = Vector de corrientes de malla

Z,, = Matriz de impedancias de malla

Debido a que existen 4 mallas y por ende 4 co-
rrientes de malla, el orden de la matriz de impe-
dancias Z,,, es de 4 x 4. Para llenar cada una de las
entradas de la matriz Z,,, se procede de la forma
siguiente:
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Se construye una tabla, en la parte izquierda y
superior, se escribe el nombre de las respectivas
mallas para facilitar la ubicacién de los elemen-
tos del circuito en la matriz. La diagonal princi-
pal aparece marcada en color rojo, la matriz es
simétrica respecto de dicha diagonal.

Mallal | Malla2 | Malla3 | Malla 4
Malla 1 ail aio a3 a4
Malla 2 a1 a2 a3 Q24
Malla 3 asy as2 as3 a34
Malla 4 a41 a42 a43 Q44

Tabla 4.2: Tabla de impedancias

El elemento a;; en la matriz o en la tabla, corres-
ponde a la suma directa de las impedancias que
se encuentran en la malla 1, es decir:

a1 =21+ 2y

En general, el elemento a,, es la suma directa
de las impedancias que pertenecen a la malla n.
Luego entonces el elemento a92 es la suma de las
impedancias que pertenecen a la malla 2:

Q9o = Zo+ 23+ Zy

Para los dos elementos de la diagonal principal
restantes se tiene:
asy = Zs + Zs aga = 21 + Zy + Zs + Zg
La entrada a12 = a9 en la matriz, representa el
elemento de circuito que es comun tanto a la ma-

lla 1 como alamalla 2, en la matriz se escribe con
signo negativo. El elemento que pertenece tanto

Va P . 2 I
0 ~Zy Lo+ Z3+Zy 2y —Z3 Iy

Vi |~ 0 — 7 Zu+ Zs 7 I
0 -1 —Z3

Métodos de Analisis

alamalla 1 como alamalla2es Zj, porlo que se
escribe:
aig = ag = —Z

En general la entrada a,,,,, = a,, €n la matriz, re-
presenta en el circuito al elemento que es comin
tanto a la malla » como a la malla m, en la matriz
se escribe con signo negativo.

La entrada a3 = as; en la matriz, en el circuito
son el o los elementos que son comunes tanto a
la malla 1 como a la malla 3, que para éste caso
son cero ya que no existen elementos en comun
entre estas mallas, se tiene entonces que:

a1z =az; =0
Los elementos restantes son:

a23 = a32 = —Z4 (24 = Q42 = — 23

a14 = a41 = — 21 a34 = a43 = — 25

Para el vector de excitacion de voltajes V,,, con
elementos V.

V; = Suma de todas la fuentes de voltaje en el
sentido horario que pertenecen a la malla j. Si la
corriente entra por el polo positivo, la fuente se
considera negativa, caso contrario se toma posi-
tiva.

En la malla 1 sélo esta presente la fuente de vol-
taje V,, al realizar el recorrido en el sentido ho-
rario, se observa que la corriente entra por el po-
lo negativo y sale por el positivo, por lo que hay
un aumento del potencial y entonces se conside-
ra positivo. En la malla 3 sucede lo contrario, la
corriente entra por el polo positivo por lo que se
trata de una caida o disminucion en el potencial
entonces se considera negativo. En las mallas 2 y
4 no existen fuentes de voltaje, en consecuencia
se consideran de valor cero. Finalmente la forma
matricial de laley de Ohm queda como:

—Zs 1+ Zs+ Zs+ Zs 1y
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Ejemplo 4.3.2

~

Para el circuito que se muestra en la Figura 4.6
determinel voltaje V,, en la resistencia de 20 (2.

NN
490

Son S oo

Figura 4.6: Para el problema del Ejemplo 4.3.2

El circuito original tiene una fuente de corrien-
te controlada por voltaje conectada en parale-
lo con la resistencia de 402. Para aplicar el
método directo, es necesario que el circuito
sOlo contenga fuentes de voltaje.

S+

109§ 25v (")

Se transforma la mencionada fuente en su
equivalente fuente de voltaje, la transforma-
cién aparece en la Figura 4.7.

El circuito equivalente se compone de 4 mallas
y como consecuencia se tienen 4 corrientes de
malla. El subindice de cada corriente corres-
ponde con la malla en la que se encuentra.

e
A4
1,
29 +Vu_ _’
AVAAY, AVAAY, AVAAY,
10 4Q
§409
_l’_
§109 <j>2.5v Vmgzon
(T o | g

Figura 4.7: Circuito de andlisis

Para poder aplicar el método correctamente es
necesario expresar la corriente y el voltaje de
las fuentes dependientes, en términos de las
corrientes de malla.

La corriente I, que apunta hacia la derecha,
puede escribirse como la resultante entre las
corrientes I3 e I, por lo que se tiene que:

I, =15 — I

Para el voltaje V, en la resistencia de 1 (2, el po-
lo positivo se encuentra a la izquierda, por lo
que se deduce que la corriente resultante en
dicha resistencia apunta hacia la izquierday se
puede escribir entonces que:

Vo=1r—14

Con todos los elementos disponibles, se pro-
cede a construir la matriz de impedancias con
ayuda de la siguiente tabla:

Mallal | Malla2 | Malla3 | Malla 4
Malla 1 12 0 0 -2
Malla 2 0 21 —20 -1
Malla 3 0 —-20 64 —4
Malla 4 -2 —1 —4 7

Tabla 4.3: Tabla de impedancias

Para establecer el vector de voltajes de malla:
En la malla 1, al hacer el recorrido en el senti-
do horario se tiene que la corriente entra por
la terminal positiva de la fuente de voltaje, lo
que representa una disminucién de potencial,
entonces V; = —2.5.
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En la malla 2, al realizar el recorrido en el sen-
tido horario se tiene que la corriente entra por
la terminal negativa de la fuente de voltaje,
lo que representa un incremento en el po-
tencial, entonces V5 = 2.5. Un razonamiento
similar se aplica para las mallas 3 y 4 donde
Vs =120 (Iy — I4) y Va = 3 (Is — ).

12 0 0 -2
0 21 =20 -1
0 —-20 64 -4
-2 -1 -4 7

Al resolver el sistema matricial para las co-
rrientes de malla se tiene que:

—105 1355
1= T55n 2

~ 1276 ~ 1276

1215 I 965

3 47 1976

\_ ~ 1276

Métodos de Analisis

El vector columna de voltajes de malla es:

25
2.5
™ 120 (I — Iy)
3(I5— Iy)

finalmente el sistema matricial queda como:

I 25
I 2.5

I | | 1200 - Iy
Iy 3(I; — I)

El voltaje en la resistencia de 20 2 es:

V, =20 (I — I3)

= 21943 [V]

1355
V, =20 =
v ( 319

1215) ~ 700
1276 1276
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Ejemplo 4.3.3

~

Este ejemplo incluye fuentes independientes
y dependientes, de voltaje y de corriente. Un
método alternativo para analizar este circuito
es mediante el concepto de Supernodo. El su-
pernodo se forma encerrando en una seccion
todas las fuentes de voltaje, las cuales se utili-
zaran para obtener un namero de ecuaciones
igual al namero de fuentes dentro de la sec-
cion cerrada. El resto de las ecuaciones se de-
termina al aplica la LVK.

Con este concepto, se obtienen los voltajes de
nodo para el circuito que se muestra en la Fi-
gura 4.8.

40

Ve @ ¥ A

4n§ <f>2.rm

5Q

Vi AN & @ Vs
6V

100 4 A 12Q

FRNOIE-

Figura 4.8: Para el problema del Ejemplo 4.3.3

En la Figura 4.9 se muestran las posibles direc-
ciones de las corrientes de rama. Se tienen 5
voltajes de nodo asi que se necesitan el mismo
numero de ecuaciones:
= Tres de esas ecuaciones se obtienen a
partir de las dos fuentes de voltaje inde-
pendientes asi como la dependiente.
= Las otras dos ecuaciones se obtienen al

aplicar la LKC en el supernodo que se es
laregion encerrada por lalinea punteada
y al aplicar la LCK en el nodo V;.

. AYAVAY, E

1. a0 E

4Q§ <f>2Iac I

lIl . 6V

2SN !

VW )7

I3 S o

1on§ 4A TD §129
lII I4T

Figura 4.9: Circuito de analisis.

Entre los nodos V5 y V3 se tiene la fuente de vol-
taje de 12V asi que se puede escribir

V- Vs =12 - ()

Asi también entre los nodos V; y V5 se tiene la
fuente de voltaje de 6 V por lo que

Vi—Vs=6---(2)

Entre los nodos V3 y Vj se encuentra la fuente
dependiente y se establece que

Vi —Vy=2I,
Vi
—Vi=2(=1 ...
V= Vi (10) (3)

Con la aplicacion de la LCK en el nodo V; se
obtiene

L=1,+13

VooV _ WV ViV - (4)
4 10 5
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En el supernodo ingresan tres corrientes y sale
una por lo tanto se tiene que

L=I3+1,+4

Vo—Vi WVi-Vi Vs
f— _— — 4- r
4 5 12" (5)

Resolviendo el sistema de las 5 ecuaciones an-

o

Métodos de Analisis

teriores se tiene

111 45

Va= """ =277V Vi= 2 =925V
4 2

Vs = % — 165V
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Ejemplo 4.3.4

Para el circuito que se muestra en la Figura
4.10, obtenga las expresiones que permita de-
terminar los voltajes de nodo V,, V}, y V. en
términos de los componentes del circuito, uti-
lice esas expresiones para obtener los voltajes
de nodo y con ellos determinar las corrientes
de rama, si los valores de los elementos son:

V=10V R =50 Ry;=80Q
R3 =30 Ry4=12Q I5;=T7A
A=3

Iy =4A

Figura 4.10: Para el problema del Ejem-
plo4.3.4

Ya que es de interés determinar los voltajes de
nodo, se utiliza el método de voltajes de no-
do. Se observa en el circuito que en los nodos
1y V, estdn conectadas fuentes de voltaje, del
tal suerte que el voltaje de esos nodos es preci-
samente el valor de esas fuentes. De tal forma
que solo se aplica la LCK en los nodos V;, y V..
Para el circuito, es posible eligir de forma ar-
bitraria la direccién de la corriente en cada ra-
ma del circuito como se puede ver en la Figura
4.11.

I, Ry
AYAVAY,
I1 I4 I3
- Va Vs T
.
R1 R3
V(j) Al Rzgllg l Is
11, 11,

Figura 4.11: Circuito de anélisis.

Aplicando LCK en el nodo V; se tiene:

Vo W—Te
-5 I, ---(1
Ry | Ry ()
y en el nodo V. se tiene:
V-Vv. V,—-V,
=5 (2)

Ry R3

al resolver de forma simultanea las ecuaciones
anteriores se obtiene:

Ry (V + 14 (R3 + Ry) — Ruls)
Ro+ Rs+ Ry

%:

V(R + R3) + RoRy (14 — Is) — IsR3 Ry
Ry + R34+ Ry

‘/c -

debido a que la fuente dependiente tiene el
polo positivo conectado directamente a tierra,
el voltaje en el nodo V, es el negativo del valor
de la fuente esto es:

Vo = —Al,

la corriente I, asociada con la fuente depen-
diente se expresa también en términos de los
voltajes de nodo:

V-V

I, =
Ry




116

después de un poco de édlgebra se tiene que el
voltaje en el nodo «a es:

*A(V — 4Ry + I (RQ + RJ))
Ry + R3 + Ry

V, =

Con los valores numéricos dados y las expre-
siones encontradas anteriormente se tiene:

~165
V, = —2 — 71T
"= o 7173V
~112
V= —2 — _4869V
5™ 793
—430
Vo= 0 — _18.695V
© T 703

Las corrientes son:

N
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I = 10}%‘/‘" = % —3.434 A
Iy = }ZI; = _2%4 = —0.6086 A
Iy = nggVC = 12%6 = 4.6087 A
I, = 1OR4VC = % =2.3913A

La corriente I, tiene direccion opuesta a la que
se tomo como referencia.
Se aplica la LCK en el nodo 1 para determinar
la corriente que pasa por la fuente de voltaje
independiente obteniéndose:
79 55 134
Li=hL+1I,=—+>2=""=5826A
z 1+ 1q 23 + 93 93 5.826
De forma similar, al aplicar la LCK en el nodo
a para determinar la corriente en la fuente de-
pendiente se obtiene:

79 13
Iy=I -1 =4——

53~ 23 = 0.5652 A
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Ejemplo 4.3.5 ‘

Para el circuito que se muestra en la Figura
4.12, determine expresiones generales para la
obtencion de los voltajes de nodo en términos
de los componentes del circuito.

Si los valores de los elementos son:

Ri=16Q R;=7Q R3=10Q
A=25A B=15A k=15

Obtenga los tres voltajes de nodo por medio de
las expresiones generales.

@
kV, B
Ry .
11—V +@—-3
A GD R2§ Ve §R3

Figura 4.12: Para el problema del Ejem-
plo 4.3.5

Las direcciones de las corrientes que circulan
por las resistencias se eligen de forma arbitra-
ria y se muestran en la Figura 4.13. Se observa
que existe un supernodo entre los puntos 1y 3
donde se encuentra la fuente dependiente.
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Figura 4.13: Circuito de anélisis.

El valor de la fuente dependiente puede expre-
sarse en términos de los voltajes de nodo lo
que resulta en:

Ahora se aplica la LCK en el supernodo con lo
que se obtiene:

A+ B = Il —+ 13
que al expresar en términos de los voltajes de

nodo se tiene:

V-V, V.
1 +3

A+ B= RERNND
+ Rl R3 ()

La aplicacion de la LCK en el nodo x da por re-
sultado:
L =1+18B

que al expresar en funcion de los voltajes de
nodo da:
i—Ve Vi

A"z _ ' L B...(3
7 7t (3)
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Resolviendo de manera simultanea las tres
ecuaciones anteriores se obtiene:

B R, [Rg (A + B) + B/{Rz] + ARy R3

Métodos de Analisis

Sustituyendo valores numéricos y efectuando
las operaciones correspondientes se tiene que:

i = Vi =24.5287V
! (k+1) Ry + Ry + Ry !
V: =0.1609 = 160.9 mV
v _ R (BR — ARy)
T (k+ 1) Ry + Ri+ Ry Vy = 24.7701V
Ve R3[Ry (A+ B) + (k+1) ARs]
S i (k+1) Ry + Ry + R3
Ejemplo 4.3.6 )
Para el circuito que se muestra en la Figura Ry I
4.14, determine las expresiones que permitan N
calcular los voltajes de nodo en términos de V-
los componentes del circuito. I I3
R at—"\\V NN—1 ¢
AW R1 Re
e TORERORER
R, , R
at—"\\V NN—1 ¢ -
A CT KV <+> KV <T> Figura 4.15: Circuito de anélisis.
: | Solucion

Figura 4.14: Para el problema del Ejem-
plo 4.3.6

Utilice dichas expresiones para obtener los
voltajes de nodo silos componentes tienen los
siguientes valores:

R =102 Ry =120 Rz =28
A=25A k1 =2 ko =2.5

En la Figura 4.15, se han asignado de manera
arbitraria las direcciones de las corrientes que
pasan por las resistencias, para poder aplicar
el método de los voltajes de nodo. El voltaje de
de la fuente dependiente V; puede expresarse
en funcion de los voltajes de nodo a y ¢ lo cual
resulta:
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Vi=Va—VWe
La fuente de voltaje dependiente tiene su polo
positivo conectado en el nodo b por lo que el
valor de dicho nodo es el de la propia fuente
esto es:

Ww=kVi=k (Vo— V)

al expresar las corrientes en funcién de los vol-
tajes de nodo se tiene:

Va _‘/c
I =
1 R
I, — Va_kl(Va_ch)
2 = R
1. — ki (Vo —Ve) = Ve
3= 7
Se aplica la LCK en el nodo a para obtener:
LH+1,=A
Va_‘/c Va_kl(Va_‘/c)
—A---(1
R3 + Ry (1)

en el nodo ¢, la aplicacién de la LCK resulta en:
L+Is3+kVi=0---(2)

Va_‘/c k Va_‘/c_‘/c
1 Rl ) Ve b (Va— V) =0
K Rg R2
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Al resolver de forma simultanea las ecuaciones
(1) y (2) se obtiene:

AR {(Kl + 1) R34+ Ro (k‘gRg + 1)}
‘o Ry (kaRs 4+ 1) + R1 + R3

ARy [k?le + Ry (k’gRg + 1)}
V. =
Ry (kaRs + 1)+ R1 + R3

Con las expresiones anteriores ya se puede ob-
tener el voltaje en el nodo b, lo que resulta en:

Ak1R1 R

V=
" Ro(kaR3 + 1) + Ry + Ry

Con los valores que se proponen y utilizando
las expresiones anteriores se tiene:

Vo = 25555V
Vy =1.4814V

V. =24814V
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Ejemplo 4.3.7

Obtener expresiones generales para determi-
nar los voltajes de nodo en el circuito de la Fi-
gura 4.16.

O
N
kV,
A B
Ry Rngm (PC
-

Figura 4.16: Para el problema del Ejem-
plo 4.3.7

Ya que el el circuito tiene tres nodos princi-
pales, se tienen que obtener tres ecuaciones
en térmnos de los voltajes de nodo. Se obser-
va que las dos fuentes de voltaje forman un
supernodo entre los nodos 1, 2 y 3 como se
muestra en la Figura 4.17.

G

RS mT De

Figura 4.17: Circuito de analisis.

N
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N

El valor de cada fuente de voltaje puede expre-
sarse en funcion de los voltajes de nodo como
sigue:
Vo—Vi=A---(1)
Vs—Va=B---(2)

Al aplicar la LCK al supernodo considerando
que las corrientes salen del mismo se tiene:

L+L+C=0

Vi W
L2 v 0—0...(3
7R T (3)

Al resolver las ecuaciones (1) (2) y (3) para los
voltajes de nodo se tiene:

Vi —R1 (A+ CRy)

! R+ Ry

Vo= Ry (A—CRy)

> T R+ Ry

Vo Ba(A+B)+ Ry (B CRy)
’ Ri 4+ Ry

Obtener los respectivos voltajes de nodo si los
elementos tienen los siguientes valores:

R =70 Ry=15Q A=9V
B=24V C(C=2A k=05

Con los valores numéricos proporcionados y
con ayuda de las expresiones obtenidas ante-
riormente se tiene:

Vi=-124091V

Vo = —3.4090 V

V3 =20.5909 V
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Ejemplo 4.3.8

Obtener las expresiones de los voltajes de no-
do marcados en la Figura 4.18 en funcion de
los elementos del circuito.

Figura 4.18: Para el problema del Ejem-
plo 4.3.8

Se observa que la fuente dependiente forma
un supernodo en los puntos donde se encuen-
tra conectada. Se aplica la LCK al supernodo
donde las corrientes se han dibujado de forma
arbitraria como se muestra en la Figura 4.19.

Vs
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Figura 4.19: Circuito de anélisis.

En el supernodo la LCK da:

I+ L, +1.+1;,=0

-V VBV V% W
R3 + R +R2

R4:0...(1)

El valor de la fuente dependiente puede expre-
sarse en términos de los voltajes de nodo, asi
se tiene que:

e

Resolviendo las ecuaciones (1) y (2) se obtiene:

—RoV [Ry (k — Ry4) — Ry (k + R3)]

V3

- RoR4 (k+ R3) + Ry (R4 (k+ R3) + Ry (R3 + Ry))

R4V [Ry (k + Ro) + Ro (k + R3)]

" RoRy (k+ Rs) + Ry (R4 (k + R3) + Ry (B3 + Ry))
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Ejemplo 4.3.9

~

Obtener en funcién de los elementos del cir-
cuito los voltajes de nodo mostrados en la Fi-
gura 4.20. Identifique el valor de ganancia & de
la fuente dependiente que hace el voltaje en
los dos nodos se haga infinito.

14
1 2 R
—( —1—V\A—

—/
R, g l[a

Ry g kI,

-

Figura 4.20: Para el problema del Ejem-
plo4.3.9

En la Figura 4.21 se muestra la direccion de la
corriente ; e I, que al expresarse en funcion
de los voltajes de nodo se tiene:

i Vs
L=t =2
'R Ry
I Vv R
«— 1 2 3
() ANA—s

R § k1 Ry glz

-

Figura 4.21: Circuito de analisis.

El valor de la fuente de voltaje se puede expre-
sar en términos de los voltajes de nodo como

N

sigue:
Vo—Vi=V---(1)

La corriente I, que pasa por la resistencia R»
es la misma que circula por la fuente de volta-
je, entonces las corrientes I; e I, se pueden re-
lacionar con la fuente de corriente dependien-
te, con lo que resulta:

L+1,=kI,

Vi@ Vs <V2>
2 (222
R1+R2 Ry 2)

que al resolver de forma simultanea resulta:

v (k=DRV
T T (k—1)Ri - Ry
R,V

Vo =
>T Ry— (k- 1Ry

Ahora se buscan los valores que hacen nulo el
denominador en las expresiones anteriores:

(k—1)Ri —R2=0
al resolver para k se tiene:

Ry
k=142
+R1

este valor de ganancia de la fuente dependien-
te hace que el voltaje en los respectivos nodos
se haga infinito. Para evitar este inconvenien-
te, el valor de k debe adecuarse de tal forma
que:
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Ejemplo 4.3.10

Determine los voltajes de nodo para el circuito
mostrado en la Figura 4.22.

V4

2Q vs 80
—"\VV\ NN
6 A
109
V1 4 V2 29;
40Q 4 A

Figura 4.22: Para el problema del Ejem-
plo 4.3.10

El circuito tiene 4 nodos principales, por lo que
se necesita 4 ecuaciones de nodo, con lo cual
el orden de la matriz de conductancias G es de
4 x 4. Los términos de la diagonal principal de
G en siemens son:

4A CD

1 1
= —_— _— = . 2 = 1
G +10+4O 0.625 Ga2 =0

N |

Gsz3 = —-+ - =0.625 Gy = 0.625

N | =
0| —

N
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Los términos no diagonales son:

Gi1g = Gy = —0.1
Giu=Gn=0
Gos =G =0

Gi13 =Gz = —-0.5
Goz =G32 =0
G3y = Gyz3 = —0.125

El vector de corriente i en amperes tiene los
elementos siguientes:

Asi el sistema matricial del circuito es:

0625 —01 -05 0 ][w 0

01 01 0 0 ||w| |-10

05 0 0625 —0.125| |vs| | 6
0 0 —0125 0625 | |va| | -4

Resolviendo para los voltajes de nodo se tiene
que.

v1 = —52.3077TV vy = —152.308 V
vy = —34.9231V vy = —13.3846 V
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Ejemplo 4.3.11

N

Para el circuito que se muestra en la Figura
4.23 determine los voltajes de nodo Vi, Vo y V3
asi como la corriente en cada rama del circui-
to.

40
AAYAY,
30y, 50
Vi NNN——" VNV V3
5A
16V<f> 2n§
60

-

Figura 4.23: Para el problema del Ejem-
plo4.3.11

Se tienen tres nodos principales etiquetados
como Vi, V5 y Vs. La fuente de voltaje se en-
cuentra conectada entre el nodo V; y el nodo
de tierra, por lo que se fija simplemente el vol-
taje en V) igual al voltaje de la fuente asi se tie-
ne que:

Vi=16V

En el circuito de la Figura 4.24 se muestran las
direcciones de las corrientes, mismas que se
escogieron de manera aleatoria.

I, 40
A VAYAY
30y, 50
Vit— VNV ANNN—2 V3
ﬁ (—
Iy 5A I3
16V<j> 20
6Q lLl

-

Figura 4.24: Circuito de analisis

-

Una vez establecidas las direcciones de las co-
rrientes, se procede a expresarlas en términos
de los voltajes de nodo.

16—V, . 16-V5
h==," ==

V3=V, Vi
L=23—""2 -1
3 5 17

Se aplica la LCK en el nodo V» con lo que se
tiene
L+I3=5
16-Vo  V3—V;
3 5

Simplificando y reduciendo

=5

8Vh —3Vs =5 --- (1)

Aplicando la LCK en el Nodo V3 se obtiene

Is+ 1y =1
Vs—V, V3 _ 16-V3
5 2 4

Simplificando
—4Vy 4 19V5 = 80 - -+ (2)

Se resuelve de manera simultanea las ecuacio-
nes anteriores (1) y (2) obteniéndose

67
Vo =15

33
=2392V V3= - = 4.714V

Sustituyendo en las expresiones de las corrien-
tes se tiene que

127 79
I} = L —4535A [, =-—=2821A
17 198 939 27 98 8
13 33
3= — =0464 A I,=-"=92357TA
3= 5 = 046 1=, = 2357
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Ejemplo 4.3.12

~

Para el circuito mostrado en la Figura 4.25 de-
termine las corrientes de malla asi como la co-
rriente en las resistencias de 392 y 5. Utilice
el método de supermalla.

490
NN

(™)

NV

30 5 A5 0
16V<j> @ @ gzn
69

A%

Figura 4.25: Para el problema del Ejem-
plo 4.3.12

La fuente de corriente de 5 A es comun a las
dos mallas inferiores del circuito. Dichas ma-
llas en conjunto forman lo que se conoce co-
mo supermalla, la cual se representa con linea
punteada en la Figura 4.26. Debido a que se
tienen tres mallas simples, se deben de obte-
ner tres ecuaciones en términos de las corrien-
tes de malla:

= Una ecuacion de la supermalla.

= Una ecuacion de la malla 3.

= Una ecuacioén con la fuente de corriente.

40
AAAY

P I T IE
S mmm=——-

Figura 4.26: Circuito de analisis.

N

Se aplica la LVK en sentido horario a la su-
permalla siguiendo la linea punteada naranja,
por comodidad se empieza el recorrido por la
fuente de voltaje.

1643 (1) — I3) +5(Iy — I3) + 21, = 0
Simplificando y ordenando términos se tiene
311 + 71, — 813 =16 (1)

Ahora se aplica la LVK en la malla superior en
sentido horario.

4[3—|—5(Ig—[2)+3([3—[1) =0
Simplificando y ordenando términos se tiene
311 +5I, — 1213 =0 (2)

La fuente de corriente y su direccién puede re-
lacionarse con las dos corrientes de malla I; e
Ip.

L—L=5---(3)

Resolviendo el sistema formado por (1) (2) y
(3) se tiene

103 33
[ =—=7357TA [, =—=2357TA
1 1 7.357 2 11 357
79
I3 = — =2821 A
3= g =28

Las corrientes en las resistencias indicadas son

127
Isq=1—1I3 = o8 = 4.5357 A

13
50 312 =52 0.46
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Ejemplo 4.3.13

~

Para el circuito mostrado en la Figura 4.27, de-
termine las expresiones generales para calcu-
lar los voltajes de nodo en funcién de los ele-
mentos del circuito.

I
A (13
AN T
Ry —/

Figura 4.27: Para el problema del Ejem-
plo 4.3.13
El circuito de la Figura 4.27 tiene tres nodos
principales marcados con los niimeros 1,2y 3,
se encuentra en la parte inferior del circuito.
La direccion de la corriente en cada una de las

I v
Ry l Iqu R:,%l R4 l
I, I. I,
el nodo de referencia es el nodo de tierra que
resistencias se ha elegido de forma arbitraria.

Como se tienen 3 nodos principales que co-
rresponden a tres voltajes de nodo, se necesi-
tan tres ecuaciones para determinar los men-
cionados voltajes de nodo. Una de las ecuacio-
nes la proporciona la fuente de voltaje que se

Ri[Ra[Ry (I — B) + V] + Ry(~LRo + I (Ry + Ra) + V)]

encuentra conectada entre los nodos 2 y 3, de
esta forma se puede escribir:

Vo—Va=V .- (1)

La segunda ecuacion se obtiene al aplicar la
LCK en el nodo 1, cada corriente del circuito
se debe expresar en funcion de los voltajes de
nodo siguiendo la direccion de referencia aso-
ciada, asi se tiene que:

\%] Vi—Vs
I,=—~ 5=

R1 b R2

V3 V3
I =2 I =2

R ‘"R,

En el nodo 1, la aplicaciéon de la LCK resulta en:

I+ L +1=1

i i—W
R, + Ry

th=I (2

En el nodo 3 la LCK resulta en:

Ly+1=1.+14

Vi—VWs Vi V3
= 23 4% (3
o + 19 R3+R4 (3)

Se resuelve de forma simultanea las ecuacio-
nes (1) (2) y (3) con lo que se obtiene:

V f—
! R3R4+ (Rs + Ry) (R1 + Ro)
Ri[Ry(hRy+ V) + RaV| + Ro[ Ry (bRa+ V) + RaV|
Vo =
2 RsR4 + (Rg + R4) (R1 + Rg)
R3R4(11R1 + Ih Ry — V)
V3

" RsRi+ (R3 + R4) (R1 + Ry)




CAPITULO 5

TEOREMAS DE CIRCUITOS ELECTRICOS

En ocasiones hay interés en conocer el comportamiento en sola una seccion de un circuito complejo,
siendo conveniente separarla para su analisis, o sustituirla con otros componentes, o bien simplemen-
te simplificar la seccion.

Los teoremas que se presentan en este tema contribuyen con un razonamiento adicional y enriquece-
dor para facilitar el anélisis de los circuitos. Algunos de los teoremas de circuitos eléctricos son teoricos
y otros son de gran utilidad en aplicaciones practicas.

Se describen seis teoremas mediante los correspondientes enunciados y las restricciones asociadas,
estos son:

= Teorema de Sustitucion. Se aplica a circuitos lineales o no lineales, variables o invariables en el
tiempo, de parametros concentrados y deterministicos.

= Teorema de Superposicion. Se aplica a circuitos lineales, variables o invariables en el tiempo, de
parametros concentrados y deterministicos.

= Teorema de Thévenin. Se aplica a circuitos lineales, variables o invariables en el tiempo, de parame-
tros concentrados.

= Teorema de Norton. Se aplica a circuitos lineales, variables o invariables en el tiempo, de pardme-
tros concentrados.

= Teorema de Reciprocidad. Se aplica a circuitos lineales o no lineales e invariables en el tiempo

= Teorema de Maxima Transferencia de Potencia. Se aplica a circuitos lineales, variables o invaria-
bles en el tiempo, de pardmetros concentrados.
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El teorema de sustitucion establece que: Cual-
quier rama de un circuito en el que se conoce
el voltaje y la corriente, puede ser reemplazada
o sustituida por una rama equivalente que tenga
el mismo voltaje y corriente que la rama original.

Tomando como ejemplo el circuito de la Figura
5.1 en el que la corriente total I es:

40

60420
la rama del circuito que se desea reemplazar es
la parte encerrada por la linea punteada entre los

nodos a — b la cual tiene un voltaje entre sus ter-
minales de:

I =05A

Vi, = (60)(0.5) =30V

I 202

AN a
40V Cj) § 60 Q

b

Figura 5.1: Circuito de analisis.

El teorema de superposicion establece que: El
voltaje y corriente totales en una rama o ele-
mento del circuito producida por la accién si-
multanea de dos o mas fuentes independientes,
es la suma del efecto que produce cada fuente ac-
tuando por separado.

Para analizar el efecto que produce una sola
fuente, se ponen en cero las restantes. Una fuen-
te de voltaje se pone en cero al poner en corto

Teoremas de circuitos eléctricos

Con esta informacidn, la rama equivalente que
va a ser sustituida debe tener el mismo voltaje y
corriente que la rama original. En la Figura 5.2 se
muestran 3 posibles opciones de ramas equiva-
lentes que cumplen con las condiciones de vol-
taje y corriente.

a a a

30V 0.25 A 120 2

25V
b b b

Figura 5.2: Tres posibles equivalencias de rama
que cumplen con las especificaciones de voltaje
y corriente.

En el circuito original, la resistencia de 60 2 pue-
de ser reemplazada por cada una de las configu-
raciones de la Figura 5.2 manteniéndose el volta-
je y corriente sin cambio alguno entre los puntos
a —b.

circuito sus terminales, una fuente de corriente
se pone en cero al poner en circuito abierto sus
terminales.

El teorema de superposicion no debe aplicarse al
célculo de la potencia, debido a que no es unare-
lacién lineal. La potencia en una resistencia debe
obtenerse a partir de los voltajes y corrientes to-
tales.



5.3 Teorema de Superposicion

Ejemplo 5.3.1

Para el circuito de la Figura 5.3 y aplicando
el teorema de superposicion, determine la co-
rriente total I que circula por la resistencia de
40 1y la potencia en la misma.

1\5/3\’
90V<f> §409 <T>1A
oLt

Figura 5.3: Para el problema del Ejemplo 5.3.1

Primero se determina la corriente I; que apor-
ta la fuente de voltaje.

Se pone en cero la fuente de corriente colocan-
do sus terminales en circuito abierto, de esta
forma se obtiene el circuito de la Figura 5.4.

50
AAAY,

90V<i'> §4on
50 lIl
AAAY,

Figura 5.4: Primera etapa.

N
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La corriente es:

90

= ———=18A
40+5+5

I
Ahora se obtiene la corriente I que aporta la
fuente de corriente, la fuente de voltaje se po-
ne en cero al poner sus terminales en corto cir-
cuito con lo que se obtiene el circuito de la Fi-
gura 5.5.

’\E}\s/]\,
§4OQ CT)IA
L

Figura 5.5: Segunda etapa
Aplicando un divisor de corriente se tiene que:

1 10
L= <4o+10> (10) = 2 = 0.2

asi entonces la corriente total I7 es la suma de
las corrientes que aporta cada fuente por se-
parado.

Ir=L+1L=18402=2A
la potencia total es:

P =1’R=(2)?(40) = 160 W
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El teorema de Thévenin establece que: Toda red
de cd o calineal bilateral de dos terminales, pue-
de ser reemplazada por un circuito simple que
contenga una fuente de voltaje y una resistencia
en serie como se muestra en la Figura 5.6.

Circuito A Circuito B

Vrn Circuito B

b

Figura 5.6: Circuito equivalente de Thévenin.

El equivalente de Thévenin es la parte sombrea-
da que se encuentra a la izquierda de los puntos
de conexion a — b que unen ambos circuitos. El
voltaje y corriente que recibe el circuito de la de-
recha por parte del circuito original, debe ser los
mismos que con su equivalente de Thévenin.

El procedimiento para obtener el voltaje y la re-
sistencia de Thévenin son los siguientes:

0 Identificar la porcion de la red que se desea

Teoremas de circuitos eléctricos

simplificar, esto resulta en dos circuitos uno
Ay otro B. El circuito A es el que normalmen-
te se simplifica.

9 Separar el circuito B. Las dos terminales que
resultan de la separacion se identifican como
ayb.

9 Obtener el voltaje a circuito abierto entre los
puntos a — b identificados en el paso ante-
rior. Este es el valor de la fuente de voltaje de
Thévenin (VTh)-

Q Si el circuito no contiene fuentes dependien-
tes y/o elementos acoplados, se desactivan
todas las fuentes, las fuentes de voltaje se po-
nen en corto circuito y las fuentes de corrien-
te en circuito abierto, lo anterior para deter-
minar la resistencia equivalente en las termi-
nales a — b.

Q Se obtiene la resistencia equivalente vista
desde los puntos a — b, ésta es la resistencia
de Thévenin (Rry,).

@ Dibujar el circuito equivalente de Thévenin
con los valores obtenidos anteriormente e
incorporar nuevamente el circuito B que fue
eliminado en el paso 2. Los voltajes y co-
rrientes en el circuito B deben permanecer
sin cambio alguno.

El orden en que se obtienen el Vi, yla Ry, es in-
distinto.
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Ejemplo 5.4.1

~

Para el circuito mostrado en la Figura 5.7,
obtenga el circuito equivalente de Théve-
nin entre los nodos a y b donde se en-
cuentra una resistencia de carga variable
Ry, = 12kQ — 16 k2 determine el voltaje y
corriente para estos valores.

8Kk ?\V

AN ()
16 kQ 14V
AN g

12va> 4kQ Ry ?lh
* b

Figura 5.7: Para el problema del Ejemplo 5.4.1

En este caso, se determina primero la resis-
tencia de Thévenin, se retira la carga Ry y las
fuentes de voltaje se ponen en corto circuito
como se muestra en la Figura 5.8.

8k
—AM\

NN—a
16 k2
4kQ

b

Figura 5.8: Resistencia de Thévenin.

Ahora se procede a obtener la resistencia equi-
valente entre los nodos a y b, ésta es la resis-

tencia de Thévenin. Observe que la resisten-
cia de 4 k2 al estar en corto circuito se puede
omitir

(8) (16)

Ru, = Rty = 8116

= ? kQ = 5.333k2

Las fuentes de voltaje se colocan nuevamente
en sus posiciones originales excepto el resistor
de carga R, como se muestra en la Figura 5.9,
se calcula el voltaje a circuito abierto entre los
puntos a y b, éste es el voltaje de Thévenin.

10V
kO
S Vi M
AN R
VN~ W,
14V
16 kO
AN ——(1 D=V,

Va
©I2V 4 k2
¢ b

Figura 5.9: Voltaje de Thévenin.

Al aplicar el método de los voltajes de nodo se
tiene.

V,—12
— =14 ---(1 =Y (2
Vo= Ve (1) s
12-V,
VamVy=102() =50 @

Al resolver el sistema anterior, se tiene que el
voltaje a circuito abierto de Thévenin es:

70
Vo=V =V, = 3= 23.333 V
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El circuito equivalente de Thévenin entre los
nodos a y b del circuito original se muestra en
la Figura 5.10.

Ry

Vrn Ry,

b

Figura 5.10: Circuito equivalente de Thévenin
con carga.

Con el circuito equivalente de Thévenin se ob-
tiene facilmente el voltaje y corriente para los
valores de la resistencia de carga.

Para cuando Ry, = 12kQ:

2
Ry = Ry, + 12kQ = % k) = 17.333 k2

La corriente en el circuito es:

7=V _ 3461 mA
Rr

N

Teoremas de circuitos eléctricos

El voltaje en la resistencia de carga es:

213
‘/;I,b = RTI = ﬁ = 16.1538V

Para cuando Ry, = 16 kQ:

4
Ry = Ry, +16kQ = % k) = 21.333 k2

La corriente en el circuito es:

o Vrn
T

I = 1.0937 mA

El voltaje en la resistencia de carga es:
35
Vap = Rl = 5 kQ =175V

Si se resuelve el circuito original para cada car-
ga, se obtienen los mismos valores, pero el
procedimiento es mucho mas largo.

El teorema de Norton es muy similar al teorema
de Thévenin, en esencia, se aplican los mismos
seis pasos descritos anteriormente difiriendo so-
lamente en el paso numero tres, en este caso se
coloca un corto circuito entre las terminales a — b,
la corriente que circula por el corto circuito es el
valor de la fuente de corriente de Norton (/).

a

Circuito B

b

Figura 5.11: Circuito equivalente de Norton.

El valor de la resistencia de Norton es igual al de
la resistencia de Thévenin o sea Ry = Ryy. El
circuito equivalente de Norton se muestra en la
Figura 5.11.

Si se conoce el circuito equivalente de Thévenin,
éste se puede cambiar a un equivalente de Nor-
ton por medio de una transformacion de fuente
de voltaje a fuente de corriente.

De ésta forma se tiene una relacion entre la co-

rriente de Norton y el voltaje de Thévenin.

o VTh,
RT}L

Iy
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Ejemplo 5.5.1

~

Determine el circuito equivalente de Norton
del ejemplo anterior.

Del ajemplo anterior, se determiné que el vol-
taje y la corriente de Thévenin son respectiva-
mente:

70 52
Vi = 3= 23.333V  Rpp = 3 k2

mediante una transformacion de fuente, se
tiene que la corriente de Norton es:

Ve, T
Iy=Ih L _y A
N N= Rpw T 1600~ H3TOm

La resistencia de Norton es la misma que la
de Thévenin, entonces el circuito equivalente
queda como:

Ry,

______________ b

Figura 5.12: Circuito equivalente de Thévenin

El teorema de Reciprocidad solo se aplica en cir-
cuitos que contienen una sola fuente de voltaje o
de corriente.

Para fuentes de voltaje

La fuente de voltaje que produce una corriente I,
en cualquier rama del circuito, puede remover-
se de su ubicacion original y colocarse en la ra-
ma por donde circula dicha corriente I,.. La fuen-
te de voltaje en su nueva posicion produce una
corriente en el lugar donde se encontraba en un
principio con un valor igual a .

Para aplicar el teorema de Reciprocidad utilizan-
do una fuente de voltaje los pasos a seguir son:

o Ellugar que ocupaba en un principio la fuen-
te de voltaje se reemplaza por un corto cir-
cuito.

@ La polaridad de la fuente de voltaje en su
nueva posicion, debe colocarse de manera

que la direccion de la corriente permanezca
sin cambio.

Para fuentes de corriente

La fuente de corriente que produce un voltaje V,
en cualquier nodo de un circuito puede remover-
se de su ubicacion original y conectarse a dicho
nodo. La fuente de corriente en su nueva posi-
cién produce un voltaje de valor V, en los puntos
donde se encontraba en un principio.

Para aplicar el teorema de Reciprocidad con una
fuente de corriente, se aplican los siguientes pa-
S0S:

o El espacio que ocupaba la fuente de co-
rriente al ser removida se deja como circuito
abierto.

9 La polaridad de la fuente de corriente en su
nueva posicién, no debe alterar la polaridad
original del nodo al cual ahora se encuentra
conectada.
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Ejemplo 5.6.1

~

Para el circuito que se muestra en la Figura
5.13, se sabe que la corriente que circula por
la resistencia de 62 tiene un valor de I =
24/173 = 138.728 mA con la direccién que se
muestra. Verifique el teorema de Reciprocidad
en la rama donde se encuentra la resistencia
de 6 Q.

69 I

AVAVAY,
10 10
AVAVAY, AVAVAY,
I

Figura 5.13: Para el problema del Ejem-
plo 5.6.1

El nuevo circuito a analizar después de remo-
ver la fuente y sustituirla en la rama de interés
es el que se muestra en la Figura 5.14.

69 12V
i
AVAVAY, U
I I;
— r —>
AAVAY, NN
1Q 1Q
49? TI %89

Figura 5.14: circuito de analisis.

Obsérvese que la ubicacion original de la fuen-
te se ha reemplazado con un corto circuito,
ademads que la polaridad de la fuente en su
nueva posicion coincide con la direccion de la
corriente que se da como referencia. Se obser-
va también que el corto circuito pone en para-
lelo las resistencias de 12 con las de 4Q2 y 82
respectivamente. Asi entonces se tiene que:

4
R =40 [ 10 =20

8
Rep =80 12 =50

por lo que laresistenciay corriente totales son:

346

=—="T. Q
Ry 15 7.6888
270
It = — =1. A
=10 5606

Se aplica ahora dos divisores de corriente para
determinar /; e I lo cual da por resultado:

216

I = 222 — 12485 A
17173 85
240
I, = = —1.3872A
27 g 1387

se aplica la LCK en el nodo z para determinar
la corriente de corto circuito I,.

Iw+11:12:>]-w:[2—[1

240 216 24

T3 173 173

por lo que se verifica el teorema de Reciproci-
dad.




5.6 Teorema de Reciprocidad

Ejemplo 5.6.2

Para el circuito que se muestra en la Figura
5.15, se sabe que el voltaje en el nodo b es
Vy = 152/27 = 5.6296 V verifique el teorema
de reciprocidad cuando la fuente de corriente
se coloca en paralelo con la resistencia de 8 ().

6

NV
10 1Q
NN NN—eb
49% 2A¢ %89
-

Figura 5.15: Para el problema del Ejem-
plo 5.6.2

El circuito que resulta después de remover la
fuente de corriente y colocarla en paralelo con
la resistencia de 82 se muestra en la Figura
5.16.

6

NV
12, 1Q )
at—"\\W\ NV

89? 2A

Figura 5.16: Circuito de andlisis

o
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N

Se observa que se ha dejado un circuito abierto
en el espacio que la fuente ocupaba original-
mente. La fuente se coloca apuntando hacia
arriba para no afectar la polaridad del nodo
original.

Mediante la aplicaciéon del método de nodos
se tiene que los nuevos voltajes en los nodos a

y bson:
128

Va= 5 = 47407V
176
=2 _651
Vi = 5 = 65185V

Debido a que V, > V,, existe una corriente 1
que va del nodo b hacia el nodo «a a través de
las resistencias de 1 2 cuyo valor es:

W=V, 8

— =0.8889A

Il =
2 9

entonces el voltaje en el nodo = se puede obte-
ner como:

[=Vi=Vo =V, =Vy—1

que verifica el teorema de reciprocidad.
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El Teorema de Maxima transferencia de potencia
establece que: Una impedancia de carga Z;, reci-
be la maxima potencia cuando Z;, es el comple-
jo conjugado de laimpedancia de Thévenin vista
desde la carga, es decir, desde las terminales de
salida.

Considerando el circuito de la Figura 5.17

By + 3 X711

ZTh I
Vrn Zy

Figura 5.17: Maxima transferencia de potencia.

La impedancia de Thévenin Z;; en su forma
rectangular, se compone de una resistencia de
Thévenin Ry, y una reactancia de Thévenin X,
que puede ser de tipo capacitivo o inductivo. La
impedancia de carga en su forma rectangular tie-
nelaforma Z; = Ry, + j X.

De la teoria desarrollada para circuitos resonan-
tes, se sabe que cuando las partes reactivas se
anulan entre si esto es X7, + X, = 0, el circuito
resultante se muestra como puramente resistivo
el cual se muestra en la Figura 5.18.

R
AYAVAY, a

Figura 5.18: Circuito equivalente.

La idea ahora consiste en determinar la resisten-
cia de carga R, que permite obtener una maxima
transferencia de potencia.

Se recuerda que una de las expresiones para ob-
tener la potencia en una resistencia en circuitos

Teoremas de circuitos eléctricos

de cd es:
V2

P
R

(5.1)

al aplicar un divisor de voltaje entre los puntos
a — b se tiene:
_ _RiVra

Rrn + Ry,
sustituyendo en la ecuacion (5.1) se obtiene una
expresion que relaciona la potencia como fun-

cién de la resistencia de carga Ry, donde Vpy, y
R, son constantes:

( RL, Vi, )2
p— \irh + Ry

Ry

ab

(5.2)

en la Figura 5.19 se representa la grafica corres-
pondiente a la ecuacion (5.2) en donde se obser-
va que cuando la resistencia de carga alcanza el
valor de la resistencia de Thévenin, entonces la
potencia que se transfiere a dicha carga es maxi-
ma.

P (W)

PITI,(],:IT

> Ry, (02)
Ry = Ry,

Figura 5.19: Potencia contra Ry,.

Se aplica la derivada a la expresion anterior y se
iguala a cero para obtener el valor médximo de Ry

dP Ry, — Rry) Viy?
__(Rp— Rrw) Th (5.3)
dRy, (R + Rrn)
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al igualar a cero y resolver para R; se obtiene
que:

Rty = Ry,
ahora bien, sila impedancia de Thévenin es
Zrh = Ry = 5 X1n
entonces la impedancia de carga es:
Zr, = Rrn ¥ j XL

La magnitud de la corriente para el circuito de la

Ejemplo 5.7.1 )

Para el circuito de la Figura 5.7 determine la re-
sistencia de carga R, que garantice una maxi-
ma transferencia de potencia y obtenga la po-
tencia maxima.

En ese ejemplo se determind que el voltaje y la
resistencia de Thévenin son respectivamente.

70
Vry = 3= 23.333V

16000
Rrp = —— =5.333kQ

K 3

Figura 5.18 es:
_ Vrp

I =
2R,

y la potencia méxima es:
Prax = I2 Ry,

sustituyendo la corriente en la expresion anterior
se obtiene:

2
Vi

Prax = 5.4
1R, (5.4)

entonces la resistencia de carga tiene el mismo
valor que la resistencia de Thévenin, esto es:

16000
Rp = —3 = 5.333kQ

la potencia maxima se obtiene aplicando la
ecuacion (5.4) con lo que resulta:

(5)
Pe—3/ _ _o550mwW

4 (16000)
3




CAPITULO 6

BIPUERTOS

Las redes de dos puertos o bipuertos se caracterizan por tener un circuito con cuatro terminales o dos
pares de terminales, uno de entrada y uno de salida llamados puertos, como se presentan en muchos
sistemas eléctricos, electronicos de telecomunicaciones, por mencionar solo algunos.

A diferencia de los temas presentados anteriormente, en los que el andlisis de los circuitos corresponde
a la obtencion de voltajes y corrientes en cualesquiera de las ramas que lo componen, el concepto de
bipuerto permite describir un circuito a través de sus parametros obteniendo un modelo matematico
que emula y sintetiza el comportamiento del bipuerto.

En el andlisis de los bipuertos se relacionan los voltajes y las corrientes que existen en los pares de
terminales, bajo ciertas condiciones, que permite caracterizar por completo el circuito mediante los
llamados parametros del bipuerto.

El circuito bipuerto puede conocerse en cuanto a sus interconexiones y componentes internos, en
cuyo caso se realiza una caracterizacion teérica. O bien puede considerarse como una caja negra en
donde la caracterizacion se lleva a cabo de forma practica con la medicion de voltajes y corrientes en
sus pares de terminales y su interrelacion.

En este tema se presentan las técnicas para la determinacion teérica de los parametros del bipuerto
que corresponden a los de impedancia Z, de admitancia Y, hibridos H, hibridos inversos G, de trans-
mision Ty de transmision inversa T".

Asi mismo, se obtienen los parametros en diferentes configuraciones comunes de bipuerto, mismos
que permite la interconexion entre varios de ellos, ya sea en serie, en paralelo o en cascada.

138
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Un circuito eléctrico como el que se muestra en la Figura 6.1 que tiene cuatro terminales, dos de en-
trada y dos de salida, se denomina red de dos puertos o simplemente bipuerto.

I I
a —» +— )
~———— —o
Puerto + Puerto
Red lineal i
de i Pasi % de
asiva
entrada — — salida
~— —_—
a — )/
I I

Figura 6.1: Red de dos puertos o bipuerto.

El puerto de entrada corresponde a las terminales a — a’ y el puerto de salida a las terminales b — ¥'.
En general, un par de terminales forman un puerto, el circuito de la Figura 6.1 tiene dos pares de
terminales lo que conforma un bipuerto.

La corriente que entra por la terminal de un puerto, debe ser la misma que sale por la otra terminal del
mismo puerto. En la Figura 6.1 la corriente I; entra por la terminal a y sale por la terminal o’ del mismo
puerto, lo mismo sucede en el puerto de salida con la corriente /5.

El alcance en este capitulo se restringe a bipuertos con las siguientes caracteristicas.

0 No incluye fuentes independientes, aunque si puede contener fuentes dependientes. Si un bipuer-
to tiene fuentes dependientes, sus variables de dependencia deben pertenecer al mismo bipuerto.

9 Un bipuerto puede estar conformado con una red pasiva o activa, no obstante, en este capitulo
solo se consideraran redes pasivas.

9 El bipuerto solamente interactia con otro circuito a través de sus dos pares de terminales.

Cuando se considera una seccion de un circuito y se analiza como bipuerto, las variables que inter-
vienen son precisamente las que estan presentes en el par de terminales esto es (Vi , I;, Va, I3), no
interesa conocer el voltaje o la corriente al interior del bipuerto.

Al conocer como se relacionan el voltaje y la corriente en un puerto con el voltaje y la corriente en
el otro puerto, se caracteriza por completo el circuito del bipuerto, conociendo con ello todos los
parametros asociados al circuito. En la Figura 6.1 se muestran las polaridades de las terminales de
voltajes de referencia y la direccion de la corriente en las terminales de cada puerto. Con las cuatro
variables, se seleccionan dos de ellas como variables independientes y las otras dos como variables
dependientes, asi se tienen seis posibles pares de variables que son: (I, I2), (Vi, Va), (11, V), (V1, I2),
(Va, I), (V1, I1). EnlaTabla 6.1 se resumen estos seis conjuntos de variables, asi como los parametros
que se obtienen de acuerdo con las variables seleccionadas.
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Variables Variables Parametros del
independientes | dependientes | circuito equivalente

I, Ip Vi, Va Impedancia Z
i, Vo I, I AdmitanciaY
L,V W, I Hibrida H
Vi, I L,V Hibrida inversa G

Vo, —1I Vi, I Transmisiéon 7'

Vi, -1 Vo, I Transmision inversa 7"

Tabla 6.1: Tabla

6.2.1 Parametros de impedancia 7

Para determinar la red equivalente con parame-
tros de impedancia se consideren los voltajes V; y
V5 como las variables dependientes, y las corrien-
tes I e I, como variables independientes obte-
niendo el par de ecuaciones (6.1a).

Vi=znnli+ 21201

Los pardmetros z1; y 221 Se obtienen al hacer que
I, = 0 lo que supone que el puerto de salida se
mantenga en circuito abierto, en el puerto de en-
trada se coloca una fuente de corriente /; y se cal-
culan los voltajes V; y V5. El segundo conjunto de
parametros z12 y z22 Se obtienen al fijar I; = 0lo
que equivale a mantener el puerto de entrada en
circuito abierto, mientras que en el puerto de sa-
lida se coloca una fuente de corriente /5 y se cal-

(6.1a)  culan los voltajes V4 y V2. Lo anterior se resume
Vo = 291 11 + 290 5 en las expresiones siguientes:
en forma matricial se expresa como: 211 = — 219 = —
Il Io=0 1— I1=0
Vi 211 212 I (6.2)
— (6.1b) Vs Va
Va 291 222 I 221 = - 299 = —
117I5=0 2 111=0
o bien debido a que los parametros z se obtienen al
V] =1[2][1] (6.1¢) d p

la cual corresponde a la Ley de Ohm en forma
matricial del bipuerto. A los términos z;; se les
conoce como parametros z o bien parametros de
impedancia ya que sus unidades son los ohms (2.

212 ]

222

conformada por los z;; se le conoce como matriz
de parametros z o matriz de impedancias.

A la matriz Z de orden dos:

mantener el puerto de entrada o de salida en
circuito abierto, éstos reciben el nombre de
pardametros de impedancia a circuito abierto por
lo que:

z11 = Impedancia de entrada a circuito abierto

Funcion de transferencia inversa de
zZ12 = . . . .
impedancia a circuito abierto

Funcién de transferencia de

Zo1 =, . .. .
impedancia a circuito abierto

299 = Impedancia de salida a circuito abierto
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En la Figura 6.2 se muestran las opciones que se requieren para obtener los pardmetros de impedancia.

Vi
I \%4 21 = = Va
1 I>=0

\%
Zo1 = 2 Vs

I V] e
! ! I |1,—0

Wi
Vi 2= Va I
2 I1=0

Va

14 222 = —
I 1,=0

Figura 6.2: Condiciones de prueba para determinar los parametros de impedancia.

6.2.2 Parametros de admitancia Y

De forma similar a como se obtienen los parame-
tros de impedancia de una red de dos puertos,
se pueden determinar los pardmetros de admi-
tancia, para este caso las variables independien-
tes son V; y V5 y las dependientes son [; e Is.
Las ecuaciones que relacionan a los voltajes y co-
rrientes en las terminales del bipuerto son:

L =ynuVi+y2 Vo
(6.3a)
Io =y Vi +y22 Vo

en forma matricial las ecuaciones anteriores to-
man la forma siguiente:

[h]_[yn y12]lV1]
I Yo1 Y22 Va

1] =[¥1v]

(6.3b)

o bien
(6.3¢)

que es la Ley de Ohm en forma matricial del bi-
puerto. A la matriz Y de orden dos:

Y11 Y12
Y21 Y22

se le conoce como matriz de admitancias o ma-
triz de parametros Y. A los términos y;; se les co-
noce como parametros de admitancia o parame-
tros y y sus unidades son los siemens. Estos
parametros se determinan al despejar uno a uno
los parametros a partir del par de ecuaciones
(6.3a) y estableciendo la correspondiente condi-
cion de la otra variable, se tiene entonces que:

I I
Y11 = Y12 = >
V1 lva=0 Valv,=o
I I
Y21 = - Y22 =
Vi lva—o Valvi—o

El primer conjunto de parametros y;; y y21 se
obtienen al poner en corto el puerto de salida
(Vo =0), en el puerto de entrada se coloca una
fuente de voltaje V; y se determinan los cocien-
tes correspondientes.

Para calcular el segundo conjunto de parametros
Y12 V Y22 Se pone en corto el puerto de entra-
da (Vi3 =0) y en el puerto de salida se pone una
fuente de voltaje V5, se determinan los cocientes
correspondientes.

Debido a que dichos parametros se obtienen al
poner en corto el puerto de entrada o el puerto
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de salida, también se les conoce como pardme-
tros de admitancia de corto circuito de donde:

y11 = Admitancia de entrada de corto circuito

Funcidén de transferencia inversa de

Y12 =

admitancia en condicién de corto circuito

Bipuertos

Funcién de transferencia de admitancia

Y21 = . . . .
en condicién de corto circuito

120 = Admitancia de salida de corto circuito

Il -[2
_’ 4—

+

V; h v

11 —

! Y Vi lv,=0 _2
Il 12
_’ 4—

_|_

V; _ I v

1 Y21 Vl Varo _2

]1 IQ
_’ 4—
+
V; Y12 = £ \%
= = 2
_1 Valvi=o
Il 12
_’ 4—
_|_
\% Y22 = T2 \Z
= — 2
_1 Va lvi=o

Figura 6.3: Condiciones de prueba para determinar los parametros de admitancia.

En la Figura 6.3 se muestran las conexiones para
obtener los parametros de admitancia de corto
circuito. Si a la forma matricial de la ley de Ohm
dada por la ecuacion (6.1c) se efecttia el produc-

to:

de donde se tiene que:
[Y]=[2]"' obien [Z]=[Y]"' (6.4

Por ejemplo, si se conocen los parametros de
admitancia de un bipuerto, es posible determi-
nar los parametros de impedancia del mismo bi-
puerto simplemente aplicando la ecuacién (6.4)
0 viceversa.



6.2 Redes de dos puertos

143

Ejemplo 6.2.1

Determine la matriz de pardmetros Y y Z para
el circuito de dos puertos que se muestra en la
Figura 6.4.

Ry g klo

a’ b’

Figura 6.4: Para el problema del Ejemplo 6.2.1

Paso 1: Se identifican las terminales que co-
rresponden al puerto de entraday al puerto de
salida. En la Figura 6.4 las terminales del puer-
to de entrada son a—a’ ylas de salidason b—b’.

La corriente de dependencia I, se encuentra
al interior del bipuerto y no fuera de él, con lo
que se cumple el primer punto referente a las
caracteristicas de un bipuerto.

Paso 2: Obtener el primer conjunto de
parametros. Los parametros de admitancia de
corto circuito son:

I I

Y11 = Y12 = -
Vilvy=o Valvi=o
I I

Y21 = Y22 =
Vilv=o Valvi=o

El primer conjunto de parametros yi11 y y21 se
obtienen colocando una fuente de voltaje V;
en el puerto de entrada, el puerto de salida se
pone en corto circuito (V2 = 0) como se mues-
tra en la Figura 6.5.

Vi (j) Ry g kI, TIZ

Figura 6.5: Circuito para la obtencion de los
parametros yi1y y21-

Para determinar los cocientes correspondien-
tes a dichos parametros, se pueden aplicar di-
ferentes métodos de analisis, en este caso, se
utiliza el método de los voltajes de nodo para
relacionar las variables requeridas en las ter-
minales del bipuerto, las direcciones de co-
rriente se muestran en la Figura 6.5 y se expre-
san en funcion de los voltajes de nodo V; y V,
de tal forma que:

ﬁ Ia:‘/l_vx _Vx

Iy = A
07 R, Ro R

al aplicar la LCK en el nodo V, se tiene:

Vl_Vx _V:r Vi)
Lo+ I = kIy —> _x( A
= R | Ry (Rl

resolviendo para V, resulta que:

V. — R3V; (R1 — kRg)
v Ry (RQ -+ Rg)

Ahora que se conoce el valor de V,, se proce-
de a formar los cocientes correspondientes. La
corriente I; se puede expresar como:
Vi W=V,
L=h+Il,—L=—+——7
1=1o+ g 1= R, 7

se sustituye el valor de V,, en la expresion ante-
rior y después de simplificar se obtiene la rela-
cion entre la corriente de entrada I; y el voltaje
V1 que es:
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%] ((k} + 1)R3 + Ry + Rz)
Ry (R2 + Rs)
Se tiene entonces que el parametro y;; es:

I =

I (k+1)R3+R1+RQ

YTV T T Ry (Ry + Rs)
para obtener el pardmetro y»; se tiene:
Va Vi(kR2 — Ry)
L=-"—=lh=—"2_"1
? R > Ri(Ro + Ry)

de donde se puede observar que y-; €es:

I kRs — Ry

LTV T R (Ro + Ry)

Paso 3: El segundo conjunto de parametros y;2
Y y22 se obtienen al colocar una fuente de vol-
taje V5 en el puerto de salida y poniendo en
corto circuito el puerto de entrada (V; = 0) tal
como se muestra en la Figura 6.6.

R Rs
N NN

e O

Figura 6.6: Circuito para la obtencion de los
parametros yi2 y y22.

o

L

Cuando se pone en corto el puerto de entra-
da, la resistencia R, queda inhabilitada por lo
que la corriente Iy = 0, esto conduce a que la
fuente dependiente quede fuera de operacién
(circuito abierto).

s TI2
R, Va (f)
f

Figura 6.7: Circuito equivalente.

o

Bipuertos

Las corrientes I; e I» pueden escribirse como:

I Vs
1_RQ+R3
Va
Ip— 2
>~ Ro+ Rs

los pardmetros y;2 y y22 pueden obtenerse de
forma directa:

I -1
J12 = B N Ry + R3

I |
R A

Con todos los parametros disponibles, se pro-
cede a construir la matriz de admitancias Y la
cual es:

(k+D)Rs+Ri+ Ry 1
v R, (RQ + Rg) Ry + R3
- kRo — Ry 1
R, (RQ + Rg) Ry + R3

La matriz de impedancias Z puede obtenerse
como lainversa de la matriz de admitancias de
acuerdo con la ecuacién (6.4), se tiene enton-
ces que:

Ry Ry
7y k+1 k+1
Ry —kRy Ri+ Ro

K+l kel 1

En este ejemplo, también se podria haber cal-
culado primeramente la matriz de impedan-
cias Z utilizando las condiciones de circuito
abierto y posteriormente obtener la matriz de
admitancias con la ecuacion (6.4).
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Ejemplo 6.2.2

Obtener los parametros de impedancia z y de
admitancia y para el circuito que se muestra
en la Figura 6.8.

k1
S
i R3
—
ae—A\N/\/ AAVAY, ob
R,
-

a’ b

Figura 6.8: Para el problema del Ejemplo 6.2.2

Paso 1: En el circuito de la Figura 6.8 se tiene
identificado que el puerto de entradaes a — a’
y el de salida es b — b/, la corriente de depen-
dencia i se encuentra dentro del bipuerto.

Paso 2: Los parametros de impedancia a cir-
cuito abierto estan dados por:

Vi i
211 = 4 212 = &
Il I>=0 IZ 11=0
Va Va
221 = — 299 = —
I 1,—0 Iy |7, -0

Se va a determinar primero la matriz Z, el pri-
mer conjunto de pardmetros z1; y z21 Se obtie-
nen colocando una fuente de corriente 7 en el
puerto de entrada, el puerto de salida se man-
tiene en circuito abierto tal y como se muestra
en la Figura 6.9.

k1
S
1 Rs
— AN AN .
Ry +
n(f § R Va

Figura 6.9: Circuito para la obtencion de los
parametros z11 y zo1.

El voltaje V; es el voltaje presente en la fuente
de corriente 7, dicha corriente pasa solamen-
te por las resistencias R; y R se tiene entonces
que:

Vi=1 (R + Ryp)

de la expresion anterior se ve claramente que
el parametro z1; es:

Vi
211 = -1 =Ri+ Ry
I

El voltaje V; es la suma de los voltajes presen-
tes en R3yen Ry, asi se tiene que:

Vo=1 (k}Rg + R2)

de donde el parametro z9; es:

\%
231 = — = kR3 + Ry
oL

Paso 3: Para obtener el segundo conjunto de
parametros z12 y 222 Se pone en el puerto de
salida una fuente de corriente /5, mientras que
el puerto de entrada se mantiene abierto como
se muestra en la Figura 6.10.
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k1
&
1 R3
— AN AN
+ R,y

i g Ry CT I

Figura 6.10: Circuito para obtener los parame-
ros z12 'y z22.

Ya que el puerto de entrada se encuentra
abierto, la corriente i« = 0y la fuente depen-
diente queda fuera de operacion o como cir-
cuito abierto, el circuito equivalente se mues-
tra en la Figura 6.11.

R3
+
Figura 6.11: Circuito equivalente.

Ry + R3

El voltaje V; es:
Vi = Raly
de donde se tiene que:

Vi
H = — = Rf
a2 = 2

el voltaje V5 se puede escribir como:

Vo =15 (R3 + Ry)

de donde se tiene que:

v
29 = — = Ry+ Ry
I

La matriz de impedancias Z es:

R+ Ry Ry
7 —

kR3+ Ry Rz + R3

Bipuertos

|

mediante la aplicacion de la ecuacion (6.4) se
obtiene la matriz de admitancias Y la cual es:

Ry

" (k—1)RyRs — R1 (Ro + R3) (k—1)RaRs — Ry (Ry + Rs)

Yy=271=
kRs + R

R+ Ry

(k — 1)R2R3 — R (RQ + R3) R, (Rz + R3) — (k — 1)R2R3
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6.2.3 Parametros hibridos H

El tercer conjunto de parametros a considerar
son los llamados pardametros hibridos, se les lla-
ma asi porque sus elementos individuales resul-
tan de cocientes con unidades diferentes. Para
este caso las variables independientes son I; y V;
y las dependientes V; e I, sus ecuaciones carac-
teristicas estan dadas por:

Vi = hiidy + hi2Va

(6.5a)
Io = ho1I1 + hooVa
o bien en forma matricial:
Vi hi1 hio I
= (6.5b)
I, ha1  hao Vo

A la matriz de segundo orden H:
hii h
o | M e
ha1  hao

se le conoce como matriz de pardmetros hibridos
0 matriz H.

I
4—
+ +
i
I % hi1 = 7. Va
1 1V5=0 _
Iy
4—
_I_
Iy +
I Vi ha1 = A Vs
11V5=0 _

147

Los valores de éstos parametros se obtienen con
las expresiones siguientes:

Vi Vi
hi1 = — hia = —
It lvy=0 Valr—o
I I
hoy = =2 hgy = —
5L Vo=0 Vali 1=0

de donde:

h11 = Impedancia de entrada de corto circuito

Funcién de transferencia inversa de

hiy =
2 voltajes bajo condicion de circuito abierto

Funcién de transferencia de corrientes

21 = . o ez . . .
bajo condicién de circuito abierto

has = Admitancia de salida a circuito abierto

en la Figura 6.12 se muestran las conexiones que
deben efectuarse para la obtencién de cada uno
de los parametros hibridos.

I I
—
—

+

V
14 hip = —

2 1%
Valn=o 2

I
Vi hos = — Vs
1 2= o 2

Figura 6.12: Conexiones para determinar los parametros hibridos.

6.2.4 Parametros hibridos inversos G

El cuarto conjunto de parametros que se consi-
deran son los llamados parametros hibridos in-
Versos o parametros g, se encuentran estrecha-

mente relacionados con los parametros h. En es-
te caso, las variables dependientes son I; y V3, las
independientes V; e I5.

Las ecuaciones caracteristicas que relacionan el
voltaje y la corriente en las terminales del bipuer-
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to son:
It = gu1Vi + gi212
(6.6a)
Vo = g1 Vi + goal
o bien en forma matricial:
I g11 912 Vi
[ ] _ [ (6.6b)
Va 921 922 I

de donde a la matriz de orden dos G:
g g
o [ 11 912 1
g21 922

es la matriz de pardmetros hibridos inversos. Di-
chos pardmetros de obtienen bajo las siguientes
consideraciones:

I I
911 = g12 = —
Vilr,=0 Iy ly,—o
Va Va
921 = g22 = —
Vil,=o I |y, =0
I I
_> 4—
— o
+
Vv 1 Vi
1 g1 = — 2
Vl I2=0
—o
I I
_’ 4—
—o
+
V; oot = V2 Vi
1 21 = 15 2
Vi l1,=0
—

Bipuertos

de donde:

g11 = Admitancia de entrada a circuito abierto

Funcién de transferencia inversa de

g12 = . . . .. . .
corrientes bajo condicion de corto circuito

Funcién de transferencia de voltajes

921 = . Yy . .
bajo condicién de corto circuito

g22 = Impedancia de salida de corto circuito

En la Figura 6.13 se muestran los requerimientos
para obtener los parametros inversos g. Como se
mencioné anteriormente, los parametros hibri-
dosylos hibridos inversos se encuentran relacio-
nados, dicha relacién es mediante:

[H|=[G]"' obien [G]=[H]" (6.7)
la ecuacién anterior es vélida si y solo si el de-
terminante de la matriz de origen es diferente de
cero, es decir AG # 0 o bien AH # 0. Puede dar-
se el caso de que existan un tipo de parametros,

pero sus inversos no.

I
—
+ s +
Vi gi12 = T; Vo V5 I
-
I
—
+ +
Y
Vi 922 = Ty o Va I
—

Figura 6.13: Conexiones para determinar los parametros hibridos inversos.
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Ejemplo 6.2.3

~

Obtener la matriz de parametros hibridos H
y la matriz G’ de parametros hibridos inversos
para el circuito en estrella que se muestra en la
Figura 6.14.

A Zs
- —1
| I | I

Figura 6.14: Para el problema del Ejem-
plo 6.2.3

Paso 1: El conjunto de parametros hibridos se
encuentra determinado por las expresiones:

Vi Wi
hi1 = — hig = —
I lv,—o Valrn=o
I I
ho1 = — hos = —
I ly,—o Valn=o

Para obtener el primer conjunto de parame-
tros hibridos hi; y he; se coloca en el puerto
de entrada una fuente de corriente I, el puer-
to de salida se pone en corto (Vo2 = 0) como se
muestra en la Figura 6.15.

Vi CT I H Zs TIZ

Figura 6.15: Circuito para la obtencion de los
parametros hi1 Y ha.

Paso 2: Seleccionar un método de anélisis ade-
cuado: Para determinar las relaciones entre las
terminales del bipuerto, se utiliza al método
de los voltajes de nodo ya que el circuito es
relativamente sencillo, es posible desde luego
utilizar cualquier otro proceso de analisis.

Al aplicar el método antes referido, se tiene
que el sistema matricial que representa al cir-
cuito de la Figura 6.15 es:

1 -1

7 7 i I

=

-ttt oy, 0

Z Zl+Z2+Z3

que al resolver para los voltajes de nodo V; y V.
resulta:

N 7 Zs

Zo
V1=11(21+ 2 3) A

Zy + Z3

de los resultados obtenidos, se puede ver con
claridad que:

i Ly Z3
hiy = -+ = Z, +
D PR A

la corriente I, se puede expresar como:

-V -1 Z
V:IQ 122

I = = ——
A Zo+ 75

se tiene entonces que hg; es:

I — 29
hoy = 2=
I Zy+ 23
Paso 3: El segundo conjunto de parametros hi2
y hao se obtienen colocando una fuente de vol-
taje V5 en el puerto de salida, mientras que el
puerto de entrada permanece abierto como se
observa en la Figura 6.16.
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71 Zs
+ | [
Vi Zs Vs (i)

Figura 6.16: Circuito para la obtencion de los
parametros hi2 y hao.

La corriente I, y el voltaje V; estan relaciona-
dos por:

El voltaje a circuito abierto V; es:

%)
Vi=2y]h = Vi =2y | ——=
1 212 1 Q(ZQ+Z3

o

Bipuertos

de donde se obtiene que.

1% 7o

h = — = —
12 Vo Lo + Zs

la matriz de pardmetros hibridos H es:

Zo Z Z
Z1+ 2 43 2
o+ J3 Zo+ Zg
H =
—75 1
Z2—|-Z3 ZQ—|-Z3

Al aplicar la ecuacién (6.7) se obtiene la matriz
G de parametros inversos que es:

1 — 7y
R Z1 + Zy Z1+ Zy
- 7z 7, 7
2 12 g
21+ Zy Zy+ Zo

6.2.5 Parametros de transmision T

Un quinto conjunto de parametros que relaciona
las variables de voltaje y corriente en las termi-
nales de una red de dos puertos son los llamados
parametros de transmisién. Para este conjunto,
las variables dependientes son Vi, I; y las inde-
pendientes V5, I>. Las ecuaciones caracteristicas
de estos parametros estan definidos por:

Vi =t11Va —tials

(6.8a)
Iy = t1 Vo — taols
o bien en forma matricial:
%1 t11 t12 Va
= (6.8b)
I to1 122 -1

donde la matriz de parametros de transmision 7’

es:
[ t11 t1o ]
T —
tor o2

cada uno de estos parametros se encuentran de-
finidos por:

V1 Vl
t11 = — lig = ——
Valr,=o I3 lv,—o
]1 ]l
to1 = — tp = ——
Valr,=o I |y,—o
de donde:
Funcion de transferencia inversa de
t11 = . .. .
voltajes a circuito abierto
, Funcion de transferencia inversa de
12 = . . .
impedancia en corto circuito
. Funcioén de transferencia inversa de
21 = . . .. .
admitancia a circuito abierto
, Funcioén de transferencia inversa de
22 =

corrientes de corto circuito

en la Figura 6.17 se dan las condiciones que se
deben cumplir para obtener los mencionados
parametros.
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I —1I5 I —1I5
 — ( 3  — e ( ) e
Y L 4
- -
Vi -1
Vi 11 = — Va % t1g = — Va
Valr,=0 I |y,—o
. -
—1I —1Ip
s ~  — s N  —
—_— L g
+ + + +
Il _Il
L V1 to1 = — Vo I Vi |lee= —— Vo
Valr,=o B I ly,—o
- L . .

Figura 6.17: Conexiones para determinar los parametros de transmision.

Obsérvese que en la Figura 6.17 se utiliza la co-
rriente —I5 en vez de I, considerandose de es-
ta manera que la corriente sale de la red, esto
es solamente por convencion. En una conexion
en cascada de dos puertos, es mds comun pen-
sar que la corriente I, sale del puerto e ingresa a
las terminales del siguiente puerto. Los parame-

Ejemplo 6.2.4

Obtener los parametros de transmision del cir-
cuito que se muestra en la Figura 6.18.

VA Zs3
1 1
| I | | I |

|z

Figura 6.18: Para el problema del Ejem-
plo 6.2.4

tros de transmision también son conocidos co-
mo parametros ABCD, es una nomenclatura muy
comun para representar a dichos parametros,
tiene la siguiente forma:

A B

C D

T —
tog

t11

to1

~

Los parametros de transmision estdan dados
por:

Vi Vi

i = tig = ——
Valr,=o0 I lv,—o
Il Il

lo1 = — tog = ——
Valr=o I ly,—o

Paso 1: Cada uno de los pardmetros tiene una
condicion diferente, por lo que es necesario un
circuito de anélisis por cada parametro, para
obtener ¢;; se recurre al circuito de la Figura
6.19.
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Z Zs
| p— | | p— |
| I | | I | b

Ow H Zs Va

Figura 6.19: Circuito para obtener ¢1;.

Mediante el divisor de voltaje se obtiene la re-
lacién entre V5 y V; la cual es:

ZaV1

Vo = 227
T 7+ 2

de donde se observa claramente que:

Vi Zi+ 2
m=y ="z
2 2

Paso 2: Para obtener el pardmetro ¢2; se recurre
al circuito que se muestra en la Figura 6.20

Z Z3
1 1
| I | | I |

+

Hz2 Vi

n(®

Figura 6.20: Circuito para obtener t;.

El voltaje V5 y la corriente /; se encuentran re-
lacionados por la ley de Ohm:

Vo=2211
de donde t9; es:
. _h_1
21 = v Z

Paso 3: Para obtener ¢ se utiliza el circuito de
la Figura 6.21.

Bipuertos

Lz zZ
= \ 3
| I | | I |

|
O A

Figura 6.21: Circuito para obtener ¢;5.

Para determinar las variables requeridas se
utiliza el método de los voltajes de nodo por
simplicidad, es posible utilizar cualquier otro
meétodo de analisis.

Las corrientes en términos de los voltajes de
nodo son:
_ ‘/1 - Vx _ _Vx V:c

I, = Iy = =
7 A 57 7,

I

se aplica la LCK en el nodo V,, lo que resulta
en:
‘/1 - sz _Vx V:):

L+ L=I3— O
1+ 12 3 7 +Z3 7

al resolver para V,, se obtiene:

V1 2y Zs

V, =
T ZoZ3+ 71 (2o + Z3)

sustituyendo en I, y simplificando resulta:

_ V12,
o ZoZs+ 74 (Zg + Zg)

I
de la expresion anterior se puede reconocer
que:

Vi ZyZ3+ 7y (Za + Z3)
Iy Zs

o bien en forma simplificada:

7
t12:Z3—|—Z1 (14—3)
Z2
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Paso 4: El parametro t,2 se obtiene con ayuda
del circuito de la Figura 6.22.

Zn VvV, 23

i I, Za 112

Figura 6.22: Circuito para la obtencion de los
parametros h11y hai.

Zy + Zy 75
Aplicando el divisor de corriente para relacio- 75 Z3+ 23 <1 + Z2>
nar I; con I se tiene: T —
Zy I 1 Z
\ Zo + Z3 7y Zo
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de donde se puede ver que t; es:

Iy Zy+ Zs Z3
t =———=-—"__*"=1 2
22 I Zs *tZ

Con todos los parametros disponibles, se pro-
cede a construir la matriz de transmision 7’
que es:

6.2.6 Parametros de transmision inversa

El sexto conjunto de parametros que relaciona
las variables de voltaje y corriente en las termi-
nales del bipuerto son los llamados parametros
de transmision inversa 7"'. En este conjunto, las
variables dependientes son V5, I5 y las indepen-
dientes V4, I;. Las ecuaciones caracteristicas de
este conjunto estan definidos por:

(6.9a)
o bien en forma matricial se tiene:
Va t, t Vi

_ |t hi (6.9b)

de donde la matriz de transmision inversa T’ es:

L[t e
a th, t4
21 22

cada uno de estos parametros se encuentra defi-
nido por:

Vs Va
o= 22 = 2
LR VA I . I lvi—o
I I
th = =2 o= =2
V-0 2 I v, —o
de donde:

Funcion de transferencia de
voltajes a circuito abierto

Funcion de transferencia de
impedancia en corto circuito

Funcién de transferencia de
admitancia a circuito abierto

Funcién de transferencia de

t22 — . . .
corrientes de corto circuito

Cabe mencionar para este caso, que [T"'] # [T] ',
es decir, no es posible obtener la matriz de trans-
misién inversa 7'’ al tomar la inversa de la matriz
de transmision 7.
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Otra nomenclatura que se usa con frecuencia pa-
ra representar a dichos parametros es:

/ t t]y A’ B’
T = =
/ / / /

—Il IZ
4— s B 4+—
[ S
+

, Va
Vi i = AN Vo
=
—

I
— s 2
—

+
I
\%1 ty = Vi, . I
=
- |
|\ J

Bipuertos

En la Figura 6.23 se muestran las conexiones para
determinar los parametros de transmision inver-
sa.

—Il I2
‘_ 'd 2\ 4—
+
, W
Vi lig = iy Vo
-
—I
4— ( N
+ +
;o I
\%1 log = —_I1v . Va Iy
=

Figura 6.23: Conexiones para determinar los parametros de transmision inversa.

Ejemplo 6.2.5

Obtener la matriz de parametros de transmi-
si6n inversa 7'’ para el circuito que se muestra
en la Figura 6.24.

Z3

I 1
® ®

A Zs

Figura 6.24: Para el problema del Ejem-
plo 6.2.5

Los parametros de transmision inversa estan

definidos como sigue:

t/ . V2 f/ o V2

11 — V 12 — 77
11—-17=0 11vi=0

t/ o IQ f’ o 12

21 — Y/ 22 — T 1
Vil-n=o I lvi=o

Debido a que cada parametro tiene una condi-
cion de definicion diferente, es necesario ana-
lizar cuatro circuitos, uno por cada parametro
con su respectiva definicion.

Paso 1: Para obtener el pardmetro ¢{, se recu-
rre al circuito que se muestra en la Figura 6.25,
en dicho circuito, se ha colocado en el puerto
de salida una fuente de voltaje V5 y el puerto
de entrada se ha dejado abierto.
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& Z L
+ | |
i Z Z3 Va

Figura 6.25: Circuito para obtener ¢1;.

Mediante la aplicacion del divisor de voltaje,
se puede relacionar el voltaje a circuito abierto
V1 con el voltaje de entrada V5, de esta forma
se tiene que:

Z1 Vo

= 2
YT 2+ 2

de donde se puede observar que ¢, es:

Vo :
t,/ = — = =1 —
n=y T T 7z

Paso 2: El parametro ¢{, se obtiene con ayuda
del circuito de la Figura 6.26.

& on B
1 1
VA Z3 Va

Figura 6.26: Circuito para obtener t1,.

Debido al corto en el puerto de entrada, la im-
pedancia Z; queda inhabilitada, la impedan-
cia Z; queda en paralelo con Z3 y con la fuente
de voltaje. La corriente —I; y el voltaje V5 se re-
lacionan mediante la ley de Ohm:

Vo =2y (—1)

de donde el parametro ¢, es:

/
tig=—=— =2
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Paso 3: El parametro ¢4, se obtiene con ayuda
del circuito de la Figura 6.27.

_Il Iw
Pom—

+ | 2 1
Vl Z1 Z3

Figura 6.27: Circuito para obtener ¢}, .

of

Por medio del divisor de corriente se obtiene
la corriente I, que pasa por Z,y Zs :

L2
T I+ 2o+ Zs

el voltaje V; es:

I Z
Vl—ZIIz:»vl—Zl( 223 )

1+ Zy+ Z3

de donde se puede ver que:

Iy Zi+2Zy+ 273

th = —
270 Zy Z3

Paso 4: El ultimo pardmetro ¢4, se obtiene con
ayuda del circuito que se muestra en la Figura
6.28

-1 A

| |

A Zs I

Figura 6.28: Circuito para obtener t,,.

El corto en el puerto de entrada hace que la
impedancia Z; quede inhabilitada, la impe-
dancia Z» queda en paralelo con Z3 y con la
fuente de corriente.
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Mediante el divisor de corriente se establece
una relacién entre —1I; e Io:

Z3 1y
L ==
Za+ Zs
de donde se puede ver que:
I Lo+ Zs 7o
tl, =252 = — 14 22
27 q Z3 7

Bipuertos

Finalmente la matriz de transmisién inversa
T’ es:

Z1+ Zo
_ V4
/ Zl ’
T —
Z1+ Zy + Zg Zy + Z3
AW 73

6.2.7 Relaciones entre parametros

Debido a que los seis conjuntos de parametros
descritos anteriormente relacionan a las mismas

variables en las terminales del bipuerto, debe
existir una relacion entre ellos. Dados dos con-
juntos existentes de pardmetros, se puede deter-
minar uno a partir del otro.

Ejemplo 6.2.6

o

Obtener los parametros de admitancia y a par-
tir de los parametros de impedancia z.

Las ecuaciones caracteristicas de los parame-
tros de impedancia son:

Vi = 21111 + 21212

Vo = 29111 + 2021

que forman un sistema de ecuaciones de 2 x 2,
cuyas incognitas son las corrientes I; e I, re-
solviendo para las mencionadas corrientes se
tiene:

Vo 219 — Vi 200

I = (1)
212 221 — 211 222

Vo z11 — Vizar
I, = . (2)
211 Z22 — 212 221

de donde se reconoce que el término z1; 292 —
212 791 en los denominadores es el determi-
nante de la matriz de impedancias Z es decir

N

AZ = 211 299 — 212 291. Reordenando la ecua-
cion (1) y comparando con la primera de las
ecuaciones (6.3a) se tiene:

Z22 —Z212

h=xz"taz "

de donde se puede observar que:

_ _ T
Y11 A7 Y12 A7

para la ecuacién (2) se procede de forma simi-
lar:

I TRt
L=zt az"

que al comparar con la segunda ecuacién de
(6.3a) se tiene que:

_ — 2
V217N V2T Ay

Si se conocen los parametros z, se pueden ob-
tener los parametros de admitancia y aplican-
do las expresiones anteriores, teniendo pre-
sente que dichos pardmetros solo existiran si
ysolosi AZ # 0.
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Ejemplo 6.2.7

Obtener los parametros de transmision a par-
tir de los pardmetros hibridos.

Laidea consiste en transformar las ecuaciones
caracteristicas de los parametros de origen, en
las ecuaciones caracteristicas de los parame-
tros que se desean encontrar.

Las ecuaciones que caracterizan a los parame-
tros hibridos son:

Vi =hilh + hiaVa -+ (1)

Iy = ho1I1 + hooVa -+ (2)

y las ecuaciones que caracterizan a los
parametros de transmision son:

Vi=tnVa —ti2lz -+ (a)
I =ty Vo — toaly -+ - (b)

De la ecuacion (2) se despeja I; y se reescribe
de tal forma que al comparar con la ecuacion
(b) las variables que se desean encontrar se re-
conozcan facilmente. Se tiene entonces que:

\_ ha1 ha1

de donde se puede ver que:

— 92 = —
ha1 ha1

lo1 = —
Para obtener el otro conjunto de parametros,
de la ecuacion (2) se despeja I; y se sustituye
en la ecuacion (1) de donde se obtiene:

Iy — haa V3

i =hn ( ha1

> + hia V2
simplificando y reordenando de manera que
se hagan coincidir las variables con las de la
ecuacion (a) se tiene:

h hi1 hoo — h1a h
W:ib-i-(ll 22 12 21>V2
ha1 —hoy

de donde AH = hy1 has — hio hop €s el determi-
nante de la matriz H. Se simplifica ain mas y
se tiene:

comparando con la ecuacién (a) se puede ver
que:

AH }LH

t=——r  tip=
11 Foon 12 oy
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Ejemplo 6.2.8 )

Para el circuito de la Figura 6.8 del ejemplo  Para que no exista la matriz de admitancias Y,
6.2.2, se encontr6 que la matriz 7 es: la matriz Z debe ser singular, es decir su deter-
minante debe ser cero:

Ri + Ry Ry
7 =

kRs+ Ry Ro+ Rj3 AZ =R, (R2 + Rg) — (k - 1)R2R3 =0

determine el valor de k£ para que no exista la
matriz de admitancias Y.

11
k=R (—+—)+1
\

Ya que los seis conjuntos de ecuaciones relacionan las mismas variables, los parametros asociados con
cualquier par de ecuaciones deben relacionarse con los parametros de los demds pares. Esto es, si se
conoce una matriz de parametros se puede determinar las matrices restantes, si existe. En la tabla 6.2
se muestran las expresiones que permiten relacionar a éstos seis conjuntos de parametros de una red
de dos puertos.

el valor de k que hace nulo al AZ es:
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Z Y h g T T’

Y22 Y12 Ah  hia 1 —g12 tin AT too 1

211 212 = — — — vy

2 Ay Ay hao  hao gt gn tor t: ta Iy

ot —yn yn —ha 1| gn Ay 1 i ATty

Ay Ay haa  hao g1 911 to1  to1 ty,  ty

2 212 i 1 —h Ag gz |t AT |t L

. AZ  AZ hi1 hu 922 922 iz ti2 t1y tis

—21 211 I hor  —Ah —go1 1 -1t —AT"  th

— 21 Y22 — — — e

AZ AZ hi1 hn go2  g22 t12 t12 t1y tis
AZ 29 1 =y 922 g12 tig AT t1o 1

e — hi1 hi2 = — — - I

, Zoo 222 Yy Y Ag Ag too  lo2 th i
—z01 1 y2a1 Ay 921 91 -1 tn ATty

— = — ha1  hao = — = ; o

220 222 Yy Yy Ag Ag too  l22 th i

1 AY iy | he —h ) o ATty L

g 211 Zn Yoo Y22 Ah Ah ti1 tnn 99 t39

o 82 | s U | b ha ||t | AT -t

2z Zn Y22 Y22 Ah  Ah tin tin tyy  ty

e AZ | oy 1| ZAR —hu |1 gm t b byt

T Zo1 221 Y21 Y21 ha1 ho1 921 921 AT AT
1o | CAY —yn | —he - g Ag by toy tn  th

291 221 Y21 Y21 ha1 ha1 921 921 AT’ AT’

222 ¥ —Y11 ;1 L @ —Ag =g 75272 tﬁ t !

; 212 212 Y12 Y12 hi2  hi2 912 912 AT AT o
1z —AY  —y2 haa M —gu  —1 ta tun tl ¢!

212 212 Y12 Y12 hi2  hi2 g12 912 AT AT 2L 22

Tabla 6.2: Relacion de parametros de un bipuerto. Para que la conversion sea posible, en todos los

casos el determinante A de la matriz de origen debe ser diferente de cero.
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No todos los bipuertos tienen las seis represen-
taciones. Dependiendo de la configuracion de la
red que forma el bipuerto, éste puede tener al
menos una de las seis representaciones.

6.2.8 Bipuertos en serie

Para fines de analisis, un circuito eléctrico grande
y complejo, se puede dividir en circuitos mas pe-
quefos y simples. Estos circuitos simples pueden
tratarse como redes de dos puertos interconecta-
dos, que en conjunto forman el circuito original.
Existen varios tipos de conexiones que se pueden
emplear, sin embargo en éste texto solo se abor-
dan las conexiones en serie, paralelo y en casca-
da.

Si bien, una red eléctrica compuesta por varias
redes mas pequenas se puede describir por cual-
quiera de los seis conjuntos de parametros anali-
zados anteriormente, el empleo de cierto tipo de
parametros pueden ser mas conveniente al mo-
mento de efectuar dicho andlisis. Por ejemplo, si
se tiene una red conectada en serie, los parame-
tros de impedancia son los mas apropiados, ya
que los parametros de la red mas grande se ob-
tienen simplemente al sumar los parametros de
las redes més pequenas. Considérese el circuito
que se muestra en al Figura 6.29.

11 ]1A IZA -[2
° °

+ Red lineal +

_I_ V1 A A V2A —‘r

bl

‘/1 Lip Ip ‘/2
_’ 4—
+ Red lineal +
— Vig B Vop —

o . . b

Figura 6.29: Bipuertos conectados en serie.

Bipuertos

El circuito tiene una configuracion en serie debi-
do a que la corriente de entrada es la misma que
la de salida, por lo que se tiene:

Il :IlA :[13 o bien IQ :IQA :IQB

De la Figura 6.29 se puede ver que el voltaje total
es la suma de los voltajes individuales que aporta
lared A ylared B, se tiene entonces que:

Vi=Via+Vip vy Va=Voa+Vaop
las ecuaciones caracteristicas de la red A son:
Via = znnalhia + z124 Iaa
Voa = zo14 Tha + 2224 24
y de la red B:
Vip = zuup Iip + 2128 I2B
Vop = za1 Iip + 2228 2B
Se puede escribir entonces que:
Vi = [z114 + z11B] I1 + [2124 + 212B] I2
Vo = [2014 + 2218] [1 + [2224 + 2228] I2

de donde se deduce que la matriz de impedancia
de la red completa es:

[ 211 212 | [ 2114+ 211B 2124 + 212B ]
| 221 222 | L 2214 + 221B 2224 + 222B
211 212 Z11A 2124 1 N [ Z11B  Z12B ]
| 221 222 | L 2214 <224 221B *22B
o bien

(Zr]|=[Za]+|ZB] (6.10)
Si se tienen varias redes conectadas en serie, la
matriz Zp de la red completa es la suma de los
parametros z de las redes individuales.
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6.2.9 Bipuertos en paralelo

Considérese el caso de dos redes conectadas en
paralelo como se ilustra en la Figura 6.30.

Figura 6.30: Bipuertos conectados en paralelo.

Se observa que al ser una configuracién en pa-
ralelo, los voltajes en los puertos son iguales y
la corriente total en el puerto de la red mayor
corresponde a la suma de las corrientes de los
puertos individuales.

De los seis posibles conjuntos de parametros
analizados con anterioridad, los que resultan ser
los mas adecuados para describir y analizar éste
tipo de configuracion son los pardmetros de ad-
mitancia, ya que solo es necesario sumar dos ma-
trices de admitancias (una de lared Ay otra de la
red B) para obtener la matriz de admitancias de
la red completa. De la Figura 6.30 se puede ob-
servar lo siguiente:

Vi=Via=Vip y Va=Voyu=1Vop

La corriente de la red mayor se relaciona con
las corrientes individuales de las redes mas pe-
quenas por medio de:

Ii =L+ I Io =14 + I

las ecuaciones caracteristicas de la red A en
términos de los pardmetros de admitancia son:

Iia = y114 Via + y124 Vou

Iog = yo14 Via + Y224 Vou

161

y de lared B:

Iip =yuBViB +y12B Vo

Iop = y218ViB + Y228 VoB

entonces se puede escribir que:

I = (yiia + yuB) Vi + (y124 + y128) V2

Iy = (y214 + y218) Vi + (Y224 + y228) Va

de donde se deduce que la matriz de admitancias
de la red completa es:

[ yin Y12 | B [ y114A +ynB Y24 + 212B 1

L Y21 Y22 | | Y214 +Y21B Y224 + Y22B

[ Y11 Y12 1 B [ Y114 Y124 ] n l Y11B Yi2B ]

L Y21 Y22 | L Y214 Y224 Y21B Y22B
o bien

[Yr|=[Ya]+[YB] (6.11)

Si se tienen varias redes conectadas en paralelo,
la matriz Y7 de la red completa, es la suma de los
parametros y de las redes individuales.

6.2.10 Bipuertos en cascada

Un circuito de dos puertos tiene una conexion
en cascada, cuando el puerto de salida del pri-
mer circuito se conecta con el puerto de entrada
del segundo circuito tal y como se muestra en la
Figura 6.31.

Para describir y analizar éste tipo de configura-
cion, los parametros de transmisiéon son los mas
apropiados, ya que s6lo es necesario multiplicar
dos matrices de parametros de transmisién (una
de lared Ay otra de la red B) para obtener la ma-
triz de transmision de la red completa.
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I I a —Iz4
o — o
+ Red lineal
1% Via A 24

Bipuertos
Lip —Ixp —Is
o . >
+ Red lineal +
1B B Vap Vo

Figura 6.31: Bipuertos conectados en cascada

Las ecuaciones caracteristicas en forma matricial
delared A son:

Via t11a ti2a Vaa
— (6.12)
Iia to1a  to2a —1Is4

y para la red B son:

[ Vim 1 B [ tun
Iip t21B

también de la Figura 6.31 se puede ver que:
[%1_[‘/1,41 [VzA'_[VlB}
I Iia —Iza | 5Lip

[ Vo ]_[ Vo ]
—Ip —1I>

ti2m 1 [ Vop

toop

1 (6.13)

—Ip

se sustituyen éstas ultimas tres expresiones en
(6.12) de donde se obtiene que:

[ %1 ] [ t114 t124 ] [tllB t12B ] [ Vo ]
L to14  to2a to1p t22B —1I
de donde se extrae que la matriz de transmision
de la red completa es:

[ tin ti2 ] B [ tiia tiza ] [ tnp ti2m ]
to1 122 to14 to2a to1p  t22B
o bien

[T) = [Ta][T5] (6.14)

entonces, los pardmetros de transmision de la
red completa es el producto de los parametros de
transmision individuales de las redes A Y B.
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Ejemplo 6.2.9 )

Obtener los parametros de transmision para el
circuito que se muestra en la Figura 6.32.

120 8Q 130
NN\ A4 AA'AY

10Q 7Q 5Q

Figura 6.32: Para el problema del Ejem-
plo 6.2.9

El circuito original estd conformado por dos
circuitos simples, una configuracion en del-
ta encerrada por una linea de puntos roja, y
una configuraciéon en estrella encerrada por
un rectangulo de color azul, tal y como se
muestra en la Figura 6.33.

Figura 6.33: Circuito de analisis.

N
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La matriz de transmisién para la configuracion
en delta es:

19

— 12

7
TDelta= 29 11

70 5

La matriz de transmisién para la configuracion
en estrella es:

13 209

T 5 5
Estrella — 1 18
5 5

Asientonces, la matriz de transmisién de lared
completa es el producto de las matrices ob-
tenidas anteriormente, siguiendo el orden de
configuracion del circuito original:

L, 20
7 5 )
T —
29 11 1 18
70 5 5 5

9.4571 156.657
1.5171 25.2371




APENDICE A

DEMOSTRACIONES

A.0.1 Divisor de voltaje

Sea el circuito en serie que se muestra en la Figu-

raA.l.
| +
A Wi
_ Iy
e
| -
v@®  E Oy e
I —
1
(1r)
[+
Zy| | Va
L 1 —

Figura A.1: Divisor de voltaje general.

La impedancia total Z; vista por la fuente de vol-
taje es:

Ir=+ 2o+ -+ Z,
De la ley de Ohm, la corriente en el circuito es:

v = It = Y
Zr T 24+ 2y
Debido a que la corriente es la misma en cada

elemento del circuito, el voltaje V, en cualquier

I
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impedancia Z, se obtiene por medio de:

v
D+ Zot-+ 2,

V$:ZxIT:>Vx:Zx<

)

Reordenando términos se obtiene el divisor de
voltaje en su forma general que es:
Z.’l‘

V, = ’ v
' <Zl+22+---+zx>

Para el caso particular en el que se tienen dos im-
pedancias en serie como el que se muestra en la
FiguraA.2, las expresiones para el voltaje en cada
elemento se muestran a la derecha del circuito.

(A.1)

N Z
Zi| ' V1—( ! )V
Zy+ Z,
O
i . )
Za| |V, VZ_( 2 )V
Zy+ Z,

Figura A.2: Divisor de voltaje para dos impedan-
cias en paralelo.



A.0.2 Divisor de corriente

Considere el circuito paralelo que se muestra en
la Figura A.3.

Figura A.3: Circuito divisor de corriente.

La impedancia total Z vista por la fuente de co-
rriente es:

1 1 1\!
ZT:(++-~+>

(A.2)
VAR ZN

Al estar todos los elementos en paralelo, el voltaje
en cada uno de ellos es el mismooseaV = Zr I.
Luego entonces, la corriente en cualquier rama
del circuito puede obtenerse como:

Zr 1

V
INn=—=Iy=——
N=Z N=7Z

Reordenando términos, se obtiene la expresion
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general del divisor de corriente:
(A.3)

Para el caso més frecuente de dos impedancias
en paralelo como el que se muestra en la Figura
A.4, laimpedancia equivalente se obtiene de for-
ma rapida por medio de la siguiente expresion:

ARZ

T 747

El voltaje de la configuracion en paralelo puede
expresarse como:

Zy Zy >
V=Zrl=V= ( I
g 71 + Zs
Con la expresion anterior, se pueden obtener las
ecuaciones para las corrientes I; e I, mismas
que se muestran a la derecha del circuito.

1:<Z2>1
I1l Izl ! Zy + Z,

I(T) Z Zs
Z
b:<1>1
Zy + Z,

Figura A.4: Divisor de corriente para dos impe-
dancias en paralelo.
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A.0.3 Circuito RC sin excitacion

Considere el circuito RC que se muestra en la Fi-
gura A.5. El capacitor tiene una carga inicial al-
macenada @, la cual produce un voltaje inicial
Vo en sus terminales, es decir v (0) = 1}, siendo
positivo el polo superior.

icl j M lzn

C— Vo v §R

Figura A.5: Circuito RC.

De acuerdo a la convencion pasiva de los signos,
cuando el capacitor se esta cargando, la corrien-
te entra por el polo positivo como indica la fle-
cha en color rosa. En el momento en que el ca-
pacitor comienza a descargarse, la direccion real
de la corriente es contraria a i, de ésta forma, la
corriente en la resistencia es:

ic =—irp obien ic+ig=0 (A.4)

. . . dv )
La corriente en el capacitores i (t) = C e susti-

tuyendo en la ecuacion (A.4) se obtiene la ecua-
cion diferencial lineal de primer orden con coefi-
cientes constantes:

dv v dv v
La ecuacion (A.5) representa al circuito RC en fa-

se de descarga, resolviendo para v (¢) se tiene:

(A.5)

& RC v RC v~ ) &e

Efectuando las integrales correspondientes:

dv ) dv dt J‘ dv dt
— —_

t
Inv=—-——+K
nov RC’+

Apéndice

Tomando exponenciales en ambos miembros re-
sulta:

6lnv _ eK . e—t/RC — (t) _ Ae—t/RC

Para determinar la constante de integracion A, se
aplica la condicidn inicial del voltaje en el capa-
citor v (0) = V; de donde se tiene que:

v(0)=A = A=1V]

Al producto de la resistencia R por la capacitan-
cia C se le conoce como constante de tiempo y se
representa por - = RC. Asi se tiene que la ecua-
cién para v (t) del circuito RC es:

v (t) = Voe ™ u(t) (A.6)
La corriente en la resistencia es:
1%
in(t) = 2e () (A.7)
R
La potencia en la resistencia es:
Vo
pt)=v(t)ig(t) = % eIy (t) (A.8)

La energia consumida por la resistencia en un
tiempo ¢ es la integral de la potencia p (¢):

t 2 pt
wr (t) :Lp(x) dx = ‘;?ZJ;) e~/ dx

Al resolver se tiene:

CVg (1 — 6*2?5/7>

wg (t) = u (t)

5 (A.9)




A.0.4 Circuito RL sin excitacion

Considere el circuito RL que se muestra en la Fi-
gura A.6. En el instante ¢ = 0 el inductor tiene
una corriente inicial I en la direccién mostrada,
y una polaridad que coincide con la convencion
pasiva de los signos.

— -

wgr (1) RS v
-t -
*

Figura A.6: Circuito RL.

Se advierte que la polaridad del voltaje en la re-
sistencia es contrario al voltaje del inductor. Al
aplicar la LVK en la malla se tiene:

v, +vr =0 (A.10)

El voltaje en el inductor esta dado por la expre-
di
sibnv (t) = L d—z, que al sustituir en la ecuacion
(A.10) da:
di di R
L _— ) — —_ — 7 =
dt+Rz 0:>dt+Lz 0

La ecuacion diferencial anterior representa al cir-
cuito RL en fase de descarga. Resolviendo para la
corriente i (¢) se tiene:

(A.11)

it~ L' L i L
Efectuando operaciones se tiene:
Rt
Ini =——
ni 17 +C

Se toman las exponenciales en ambos miembros
con lo cual resulta:

6lni — eC . eth/L — (t) — Keth/L

167

Para determinar la constante X, se utiliza la con-
dicién inicial de la corriente en ¢t = 0, esto es
) (0) = I() .

i(0)=Ke’>—= K = I

Se tiene entonces que la corriente en fase de des-
carga esta dada por:

i(t) =Tpe By ()

O bien en términos de la constante de tiempo del

L
circuitoRLT = —=:
"R

i) =Ioe T u(t) (A.12)
El voltaje en la resistencia es:
vg (t) = RIpe™7u () (A.13)
La potencia en la resistencia es:
p(t)=vr(t)i(t)=RIZe 2/ Tut) (A.14)

La energia que se disipa en la resistencia es la in-
tegral de la potencia, esto es:

t t
wr () = J; p(x) do = RISJ”O e~/ dy

Que al resolver se tiene:

LI2 (1 - e*Qt/T>
2

wg (t) = u (t) (A.15)
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A.0.5 Circuito RC con excitacion

Considere el circuito RC que se muestra en la Fi-
guraA.7.

R
A .

@ C == v(t)

Vs u (t)

Figura A.7: Circuito RC con excitacion de tipo es-
calon.

El circuito se excita con una fuente de tipo es-
calon en t = 0, supongase ademas que el capa-
citor tiene una condicién ent = 0 de v (0) = V),
al aplicar la LVK se obtiene:

Vs=Ri+v (A.16)
La expresion de la corriente en un capacitor esta

dadapori(t) =C %, que al sustituir en la ecua-

cién (A.16), normalizar y reordenar términos re-
sulta una ecuacion diferencial que representa al
circuito RC en funcién del voltaje en el capacitor
v (t):
dv v Vs

+ —=—==u(t
dt  RC RC ®)
Reordenando términos y separando variables se
tiene:

(A.17)

o _Veiov  dv_di
dt  RC Vi—v RC
Integrando ambos miembros de la ultima expre-

sion: J )
v
=— | dt
JﬂVs—v RCI

—ln(‘@—v):%—i-fl

Apéndice

Cambiando signos para facilitar las operaciones:

ln(VS—v):—(RtC—i—A)

Tomando exponenciales en ambos miembros:
eln (Vi—v) _ g—=A  o—t/RC
Vi —v=Ke '/RC
Despejando para la funcién de voltaje v (¢):
v(t) = —Ke VRO Ly, (A.18)

Para determinar la constante K se aplica la con-
dicion inicial del voltaje en el capacitor:

v(0)=Vo=-Ke+V, = K=V, -1}

El valor de K se sustituye de regreso en la expre-
sion (A.18):

v (t) = — (Vs — Vo) e Y EC 1 v,

Simplificando se tiene finalmente la expresion
para el voltaje que es:

v(t)=Ve+ (Vo= Vi) e B¢ >0  (A.19)
Para el caso en que el capacitor esté totalmen-
te descargado, implica que tenga una condicion
inicialent = 0 de v (0) = Vp = 0, se sustituye este
nuevo valor en (A.19) lo que resulta en:

v(t) =V, (1-e Y u(t)



A.0.6 Circuito RL con excitacion

Considere el circuito RL que se muestra en la Fi-
guraA.8.

Figura A.8: Circuito RL con excitacion de tipo es-
calon.

El circuito se excita con una fuente de tipo es-
calén en ¢ = 0, supongase ademas que el in-
ductor tiene una corriente inicial en ¢ = 0 de
i (0) = Iy, al aplicar la LVK en la malla se tiene:

Vo=Ri+v (A.20)

El voltaje en un inductor estd dado por v (t) =

di s ..
L o due al sustituir en la ecuacién (A.20), nor-

malizar y reordenar términos, resulta una ecua-
cién diferencial de primer orden que representa
al circuito RL en funcién de la corriente i (¢):

(A.21)

Reordenando términos y separando variables se
tiene:

di Vi Ri di dit
dt L V.—Ri L

Se integran ambos miembros de la dltima expre-

sién: i )
2
y%—Ri_LIﬁ

(Vi Ri)
R =7 t¢
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Simplificando y cambiando signos:

lM%—RU——C?+C)

Tomando exponenciales en ambos miembros re-
sulta:
eln (Vi—Ri) _ g=C  o—Rt/L

Efectuando operaciones:

V,— Ri= Ae Bt/L

Despejando para la corriente i (¢):

() =22 (~ae L)

=2 tx (A.22)

Para determinar la constante —A se hace uso de
la condicién inicial de corriente i (0) = Iy :

Ve, —Ae
Iy = =2
s

— —A=RIy-V,

Sustituyendo de regreso en la ecuacion (A.22) se
obtiene:

Ve (RIo-Vi\ -
i) =g+ (TR e

Simplificando se obtiene la respuesta completa
dei(t):

%

i) =3 (%E)emﬂ‘ t>0 (A.23)

Para el caso en que el inductor tenga una con-
dicion inicial Iy = 0 en ¢t = 0, la sustitucion en
(A.23) produce:

(A.24)
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A.0.7 Conversion delta a estrella

Considere los circuitos que se muestran en la Fi-
guraA.9.

Zc Z VA
a [ ] b a b

ZA ZB Zs

C (& (&

(a) (b)

Figura A.9: (a) Red delta (A) o Pi (II), (b) red es-
trellao T.

El circuito (a) representa una configuracion en
delta y el circuito (b) una configuracion estrella.
Para que ambos circuitos sean equivalentes, la
impedancia y/o admitancia entre dos nodos de-
ben ser iguales.

Para la configuracion estrella se tiene que:

Zay = 21+ Zo (A.25)
Zye = Zo+ Z3 (A.26)
Loe = 21+ Z3 (A.27)

Para la configuracion en delta las impedancias
son:

Zo(Za+ Zp)
oy = ¢ 24T 28] A.28
b Za+ 2+ Zo ( )
Zp(Za+ Zo)
A ol o7 A.29
b Za+2Zp+ Zo ( )
Za(Zp+ Zc)
ac — — 5 A.30
Za+Zp+ Zo ( )
Igualando las ecuaciones (A.25) y (A.28) se tiene:
ZaZco+Zp Zo
Z1+ 72y = A.31
YT Za v Zp + Ze (31
Igualando las ecuaciones (A.26) y (A.29):
T+ 73 = ZaZp +Zp Zc (A.32)

A+ 2B+ Zo

Apéndice

Igualando las ecuaciones (A.27) y (A.30):

ZaZB+ZaZc

T\ + Zg =
V= Y Tn+ Ze

(A.33)

Se procede a eliminar las impedancias Z; y Zs,
restando la ecuacién (A.32) de (A.31) se elimina
Zs.

ZaZc — 7475
2+ Zy — (Zo + Z3) =
! 2 (2 3) ZA+ 2B+ Zc
o bien
ZaZc— 7a 75
1 — Ly = A.34
! ST Za+Zp+ Zo ( )

Ahora se elimina Z3 al sumar (A.34) con (A.33):

274 Zc

A I A e+ Zc

de donde se tiene finalmente que:

ZpZc

Z) = —2AZC
YT A+ Zp+ Zo

(A.35)

Mediante un desarrollo similar, se puede demos-
trar que:

Zp Lo
Fy = ZBZC A.36
2T Za+Zp+ Zc (A.36)
y
ZA 75
Jg= — ZAZB A.37
37T Za+ Zp + Zo (A-37)

Para el caso particular en el que todas las impe-
dancias de la configuracion delta tengan el mis-
mo valor se tiene:

Zi  Za

7 = = A.38
estrella 3 ZA 3 ( )



A.0.8 Conversion estrella a delta

Para realizar la conversion de estrella a delta se
parte de las ecuaciones (A.35), (A.36) y (A.37). Al
dividir la ecuacién (A.35) entre (A.36) se obtiene:

ZaZc

é_ o+ Zp+ Zo :é_é

Ty Zp Zc Zy Zp
A+ 2+ Zc

De donde al despejar Z 4 se tiene:

Za = 2128 (A.39)
Za
Dividiendo (A.35) entre (A.37) resulta:
ZAZc
2y Za+Zp+ Zc Zy  Zc
S E el
Zs ZAZp Z3 ZB
o+ Zp+ Zo
Despejando Z¢:
AW
Zo =228 (A.40)
Z3

Ahora se sustituyen las ecuaciones (A.39) y (A.40)
en la ecuaciéon (A.37) de donde se tiene:

AW
(22) o
Lo =
°T Z1Zp Z Zp
+Zp
Zs 75
Desarrollando y simplificando:
71 Zo Z3 72,

Zy =

Zy(Z1 Z3 Zp + Za Zs Zp + Zy Zy Z)
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Cancelando los términos Z; y Z3, ademas de fac-
torizar el término Zp :

AWA

1:
ZB (Zl J3+ Lo Zs+ 27 ZQ)

Finalmente despejando Zp se llega a:

Iy Zo+ Lo L3+ Zh 43

7 (A.41)

ZB

Mediante un desarrollo similar se puede demos-
trar que:

I Zat Lo s+ 21 23

Z
A 75

(A.42)

L1 2o+ Lo 23+ 21 Z3

Zc (A.43)

Z3

Figura A.10: Configuraciones superpuestas.
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A.0.9 Conversion paralelo a serie RL

Considere los circuitos que se muestran en la Fi-
guraA.ll.

a a e

[ f
z Vz
SR
X
bl - b¥
(a) (b)

% X

Figura A.11: Circuitos equivalentes en la misma
frecuencia de operacion w. (a) circuito serie, (b)
circuito paralelo equivalente.

Ambos circuitos son equivalentes solamente en-
tre los nodos a — by a una frecuencia especifica
de operacion w. Dado que la equivalencia se da
entre los nodos a — b, las impedancias y/o ad-
mitancias de ambos circuitos entre dichos nodos
deben ser iguales.

Supongase que se tiene el circuito paralelo del in-

A.0.10 Conversion serie a paralelo RL

Supoéngase que se tiene el circuito en serie del
inciso (a) de la Figura A.11 y se desea obtener
su equivalente en paralelo del inciso (b). Debido
a que la equivalencia en impedancia y/o admi-
tancia se da entre los nodos a — b, es necesario
obtener una relacion de igualdad entre ambos
circuitos.

La impedancia y admitancia del circuito serie
son:

1

Z=Rs+jXpg=—Yp=——
JAL " Rs+jXis

Expresando la admitancia en su forma rectangu-

Apéndice

ciso (b) y se desea obtener su equivalente en serie
del inciso (a). La impedancia total Zr entre los
nodos a — b del circuito paralelo es:

_ Rp(jXrp)

Zr = :
4 Rp+jXrp

Al separar en parte real e imaginaria se tiene:

(A.44)
Y laimpedancia total de la configuracion en serie
es:
Zr = Rs+jXLs (A.45)
Al igualar las respectivas componentes real e
imaginaria entre las ecuaciones (A.44) y (A.45) se
obtienen las expresiones que permiten convertir
el circuito paralelo en su equivalente en serie:

_ RpXpp®  Rp*Xpp
° Rp% + X1p? b Rp? + X p?
lar se tiene:
Rg . X
Yp= —5O 2]< S 2) (A.46)
Rs* + X5 Rs“+ X1g

Ahora se obtiene la admitancia del circuito para-
lelo, la cual es:

1 1
= ()
T Rp J X.p

Al igualar la parte real e imaginaria entre las
ecuaciones (A.46) y (A.47), se obtienen las ecua-
ciones que permiten la conversiéon del circuito
serie en su equivalente en paralelo:

(A.47)

_ Rs? + X152 Xop= Rs* + X1s°

R
" Rg Xrs



A.0.11 Conversion paralelo a serie RC

Considere los circuitos que se muestran en la Fi-
guraA.12.

a a e

T f
ZT ZT
Yr “ Yr
Xcs l
1
(a)
Figura A.12: Circuitos equivalentes en la misma

frecuencia de operacion w. (a) circuito serie, (b)
circuito paralelo equivalente.

RP§ Xocp ——

(%)

El circuito RC en serie del inciso (a) tiene su equi-
valente en paralelo RC que se muestra en el inci-
so (b).

La equivalencia se presenta entre los nodos a — b
y a una frecuencia de operacion w especifica. Se
requiere convertir el circuito paralelo en su equi-
valente en serie.

A.0.12 Conversion serie a paralelo RC

Si se tiene el circuito en serie de la Figura A.12
y se requiere convertirlo en su equivalente en
paralelo, se necesita establecer una relacion de
igualdad, ya sea en admitancia y/o impedancia
entre los nodos a — b para ambos circuitos.

La impedancia y admitancia para el circuito en
serie es:

1
Rs —jXcs

expresando la admitancia en forma rectangular:

Zr=Rs—jXcs = Yr=

Rgs . Xcs
Yr=—— 3 +J ( 2 »
Rs® + Xcs Rs* + Xcogs

) (A.50)
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La impedancia del circuito paralelo entre los no-
dosa — bes:

7. Br(=jXcp)
r=—""""
Rp —jXcp

que al expresar en forma rectangular se obtiene.
Rp Xcp? Rp* Xcp
Zr=—o5 v 2 I\ p a2y 2
Rp*+ Xcp Rp”+ Xcp
(A.48)

Ahora se obtiene la impedancia entre los nodos
a — b del circuito en serie que es:

Zr = Rs—jXcs (A.49)
Igualando la parte real e imaginaria entre las ex-
presiones anteriores, se obtiene el par de ecua-
ciones que permite convertir el circuito RC en
paralelo, en su equivalente en serie:

_ RpXcp?
- Rp?+ Xcp®

Rp* Xcp

Xcs = =55
Rp? + Xcp?

'S

Ahora se obtiene la admitancia del circuito para-
lelo que es:

1 1
Yr=—+4+4—— A.51
=R +J (XCP) ( )

Igualando las partes reales e imaginarias entre las
expresiones anteriores, se obtiene el par de ecua-
ciones que permiten convertir el circuito serie en
su equivalente paralelo.

Rs? + Xcs® Rs® + Xcs*

R p—
r Rg Xcs
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A.0.13 Funcidon de transferencia 1

Para el circuito que se muestra en la Figura A.13
obtener:

_ o W
a) H(S)_Ii' c) H(S)_Ii'

% n
b) H(S)_Vi' d) H(s)—w.

I;

—

v E el

Figura A.13: Red en escalera de dos mallas.

Sean las corrientes I; e Iy que circulan en las ma-
llas izquierda y derecha respectivamente como
se muestra en la Figura A.14.

I;

—>— =
Z Z3

+

v () [z (0) [2]

Figura A.14: Circuito de analisis.

Al aplicar la LVK en la malla izquierda se obtiene:
Vit Zy i+ Zo (I; — Iy) = 0 (A.52)
Aplicando la LVK en la malla derecha se obtiene:
Zo(Io— L) + 1o (Zs + Z4) = 0 (A.53)

Se resuelven de forma simultanea las ecuaciones
(A.52) y (A.53) de lo que resulta:

Vi (Zz + Z3 + Z4)
Zo(Zs+ Za) + Z1 (Zy + Zs + Zy)
Vi Z2
Zo(Z3+ Zy) + Z1 (Zo+ Z3 + Zy)

L=

(A.54)

Iy =

(A.55)

Apéndice

a) Altomar el cociente I;/I; se obtiene:

Vi Zy
Iy Zy(Zs+ Z4) + 21 (Za + Z3 + Za)
I; Vi(Zo + Z3 + Zy)
Zo (Z3+ Zy4) + Z1 (Z2 + Z3 + Za)
Simplificando.
I A
H(s) =2 2

I; :ZQ+Z3,+Z4

b) De la expresion (A.55), la corriente I, se pue-
1%
de expresar como [y = 70, luego entonces se
4
tiene que:

Vo _ Vi Zs
Zy - Zo (Zs+ Za) + Z1 (Zy + Zs + Zy)

Reordenando términos se obtiene que:

Vo Lo Zy

Vi 7o (Zg + Z4) + 7 (ZQ + Z3 + Z4)

c) Del inciso anterior, el voltaje de salida V) es:

ViZa Zy

Vi —
' Z, (Zs+ Za) + Z1 (Za + Z3 + Zy)

Al formar el cociente V;/I; resulta:

ViZs Zy
E _ Zz(Zg+Z4)+Zl(ZQ+Z3+Z4)
I Vi(Zo+ Zs + Zy)
Zo (Zg + Z4) + Z1 (ZQ + Z3 + Z4)
Simplificando:
Vo Lo Zy

I, Zy+ Zs+ Za
d) De la expresion (A.55) al reordenar términos

Se ve que:

Iy Zy

Vi 7y (Zg + Z4) + Z; (ZQ + Z3+ Z4)



A.0.14 Funcidén de Transferencia 2

Para el circuito de la Figura A.15 obtener:

I 1%
a) H(s)= TO ¢) H(s) = TO
1% I
b) H(s) VO d) H(s) = VO
I;
—> — 1 =
bt A Z3 Zs lIU

v o E e

Figura A.15: Red en escalera de tres mallas.

Sean I;, I, e I, las corrientes en las mallas iz-
quierda, central y derecha respectivamente co-
mo se muestra en la Figura A.16.

Vi|Za(Zs + Ze) + (Za + Zs) (Za + Z5 + Z)]
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1 5

v ﬂ[]ﬂ[z]ﬂ[za

I;
— 7. | [Z,] '_|
+

Figura A.16: Circuito de analisis.

Se aplica la LVK en sentido horario en la malla iz-
quierda con lo que resulta:

—Vi+Z1 i+ Z5(I; — I2) =0 (A.56)
Aplicando LVK en la malla central:
Zo(Io— L)+ ZsIy+ Zy(Io — Ip) =0 (A.57)
Aplicando LVK en la malla derecha:
Zy(Io— L) + Iy (Zs + Zg) = 0 (A.58)

Resolviendo de forma simultédnea las ecuaiones
(A.56), (A.57) y (A.58) y excluyendo la solucion
para I ya que no es relevante se obtiene:

I, = (A.59
C O (Zs+ Zs) (Zy Za+ Zo Za) + (Za + Zs + Zs) (Z1 Zo + Z1 Zs + Zy Zs) )
i Lo Z,
Iy = ViZa 2y (A.60)
(Zs + Zo) (Z1 Za + Zo Zy) + (Zy + Zs + Zs) (Z1 Zo + 21 Zz + Zo Z3)
a) De las ecuaciones anteriores, al formar el cociente I;/I; se obtiene:
1 Zo Z
H(s) =2 = 222
I Zy(Zs+ Zs)+ (Zo+ Z3) (Za+ Zs + Zs)
. . o Vo
b) De la expresion (A.60) la corriente I se puede escribir como Iy = —:
6
Vo ViZa Zy (A.61)

Z_6 o (Z5 +Z6) (Zl Zy+ Zo Z4) +

(Za+ Zs+ Zs) (Z1 Zo + Z1 Zs + Za Z3)
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De donde al reordenar términos se obtiene:

H(s) Vo Zo Zy Zg
S) = — =
Vi (Z5 -+ ZG) (Zl 4+ 2o Z4) + (Z4 + 75 + Z(;) (Zl o+ 21 L3+ Zy Zg)

c) Delinciso anterior, se tiene que:

ViZoZy Zs
(Zs + Zs) (Z1 Za+ Zo Zy) + (Zy + Zs + Zg) (Z1 Zo + Z1 Zs + Za Z3)

V=
Al formar el cociente V;/I; se tiene que:

H(s) = Vo _ 2y 2y Zs
I; Zy (Z5 + Z(;) + (Z2 + Zg) (Z4 + Zs5 + Zg)

(s) Iy Lo Ly
H S) = — =
Vi (Zs+Zs)(Z1 24+ Z2Zs) + (Za+ Zs + Zs) (Z1 Zo + Z1 Zs + Z2 Z3)
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Resistencias en serie

Un circuito serie es aquel en el que la corriente que fluye por
cada elemento es la misma véase la Figura 1.

+Vi— + V-

Figura 1: Resistencias en serie y circuito equivalente.

Resistencia Equivalente Ley de Ohm

Rr=Ri+Ry+ - +R

Resistencias en paralelo

Un circuito paralelo es aquel en el que el voltaje presente en
los elementos es el mismo véase la Figura 2.

% t) ;lllg :jg zjg Zf 1% J_F) gRT

Férmulas de potencia

Foérmulas de potencia més utilizadas en CD.

D prP=vrI[W

Qr-2 w
QA P=1?R [W] R

Responsable: M.I. Gloria Mata Herndndez

Elaboro: Fernando Rivera Pérez

Ley de Ohm

Ley de OHM: Ley basica de los circuitos eléctri-
cos, establece que la corriente en un circuito re-
sistivo es directamente proporcional al voltaje
aplicado e inversamente proporcional a su resis-
tencia.

@m i

Figura 3: Ley de Ohm.

Divisor de voltaje

Divisor de voltaje: En la Figura 1, el voltaje en
cualquier resistencia es proporcional al valor de
dicha resistencia.

Ley de Ohm

\%
I=\

Divisor de voltaje

Divisor de corriente

Divisor de corriente: Si se tiene una configura-
cién de varias resistencias en paralelo como el
mostrado en la Figura 2 entonces la corriente I,
que circula en cualquier rama es:

Div de corriente Div de corriente

Conductancia (Siemens)

Gr=G1+Ga+ 4G



Dos resistencias en paralelo

Si se tienen dos resistencias en paralelo como la que se
muestra en la Figura 4, la resistencia equivalente y la
corriente en cada rama son respectivamente:

—I; I —>

Equivalente

Ry Ir Ry

Figura 4: Dos Resistencias.

Divisor de corriente para dos resistencias

h=(grm) ™ 2= (mem)t
- Ri 4+ R> 3 - R; + Ry 1

Ley de voltajes de Kirchhoff

Ley de voltajes de Kirchhoff: La suma de las elevacio-
nes de voltaje es igual a la suma de las caidas de voltaje
alrededor de una trayectoria cerrada.

+ V1 =
+
v e v, Suma de voltajes
- V =V 4+ Vo
- Vs +

Figura 5: Circuito.

Ley de voltajes

Z o Velevaciones = Z o) Veaidas

Configuraciones estrella y delta

Proyecto PAPIME PE100920

Responsable: M.I. Gloria Mata Herndndez

Elaboré6: Fernando Rivera Pérez

Ley de corrientes de Kirchhoff

Ley de corrientes de Kirchhoff: La suma de corrientes
que entran en un nodo es igual a la suma de corrientes
que salen del mismo. Ver Figura 6.

Ley de corrientes

Z I_nodo = Z Inodo —

Supernodo - -
I L T , Is
: NN :
1 1
1 1
! I+ 1, =1, + I3 :
| I |
<« 1 — | —
I1 v ===l sl e e e e e e .[4

Figura 6: Ley de corrientes de Kirchhoff.

Transformacion de fuentes

Circuitos equivalentes entre las terminales a y b. El
voltaje a circuito abierto y la corriente de corto circuito
en ambos circuitos es el mismo.

R,
a , X0
\%
% 7 = In. 1 “ I¢ 1. R,
R,
b /)

Figura 7: Configuraciones equivalentes.

Expresiones para convertir una configuracion delta a estrella y viceversa son respectivamente:

Conversion delta a estrella

Conversion estrella a delta

RARC

Rs+ R + Rc
RpRc

Rs+ Rp + Rc
RARp

" Ra+ Rp+ Rec

- R1R2 + R1R3 + R2R3
=— R2

R4

P R1R2 =+ R1R3 aF R2R3

R
B R,

_ RiR2; + R1R3 + RaR3
— =

Rc
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Pares duales en relacion voltaje - corriente de elemen-
tos que almacenan energia.

Q@ v(t) = Lj—i © vet) = éji(t) dt
D ic(t) = C% Qi) = %jv(t) dt

Circuito RC sin fuente

La ecuacion diferencial lineal de primer orden que re-
presenta al circuito RC sin fuente, en fase de descarga
con condicion inicial Vi # 0 parat > 0 es:

<« ic ir—>
+
C v(t) R

Ec. Diferencial

Figura 8: Circuito RC.

\%
Q in(t) = e "

o T =6

9 ve(t) = vr(t) Q ve(t) = Voe /™

V2
Q ict) +inty=0 O pr(t) = Fe /"

Circuito RC con fuente

Capacitor en el dominio s

Un capacitor con una condicién inicial v(0) # 0 tiene
una representacion que se muestra en la Figura 9.

i(t) 1(s)
—> —>

+ e + +llc

v(t) v(0) == C Vis)

L v(0)

(a) ©)

Figura 9: Representacion de un capacitor: (a) domi-
nio del tiempo, (b) dominio s.

Impedancia

1 I(s) wv(0)

Ley de Ohm

ZC V = -|-

_E sC S

Circuito RC con fuente

Si en el circuito mostrado en la Figura 10 el capacitor
tiene un voltaje inicial Vj # 0, las ecuaciones para el
voltaje y la corriente son:

Dovcit) =W t<o

Q vc(®) = [Vi+ (Vo - Vo) e/ T|u(®)

© ict) = (% e—t/f> u(t)

El circuito RC con condiciones iniciales nulas vc(0~) = v (0) = ve(01) = Vo = 0 en fase de carga se muestra en

la Figura 10.

ic(t)

R
NV A 99.3% A
- 2
Vw(t)é} @ C —— ve(t) Vep-mmmmooge= . & | 368%
B ! 98214 135% 1.83%
I 9% .
Figura 10: Circuito RC con fuente de : ! : ! 0.67%
voltaje. AW % : : :
63.2 % L ! l
— — ¢ . —> ¢
Ecuacién Diferencial T 2r 4T 57 T 2 37 41 5T

dv+ v o
dt RC WRE

u(t)

Figura 11: Respuesta transitoria de
voltaje del circuito RC.

Figura 12: Respuesta transitoria de
corriente del circuito RC.
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Circuito RC con fuente

Expresiones de voltaje y corriente para la fase de carga del
capacitor parat > 0 son:

Q vct) =Vi(1—et7) @ vr(®) =Vie /"

v
Qi) = =

Circuito RL sin fuente

El circuito RL sin fuente con condicién inicial Iy # 0 en fase
de descarga se muestra en la Figura 13:

o

T = RE

Ec. Diferencial

Figura 13: Circuito RL.
QD i(t) = Ioe /™ O pr(t) = IZRe2/7

g vr(t) = I()Re_t/T Q vr+vr =0

Circuito RL con fuente

Inductor en el dominio s

Un Inductor con una condicion inicial 2(0) # 0
tiene una representacion que se muestra en la
Figura 14.

i(t) I(s)
— —
ar + sL
v(t) i(O)lg L V(s)
— - Li(0)
(a) (b)

Figura 14: Representacion de un inductor: (a)
dominio del tiempo, (b) dominio s.

Ley de Ohm

Impedancia

Z; = SH V =sLI(s) — Li(0)

Circuito RL con fuente

Si el inductor de la Figura 15 tiene una condicion
inicial Iy # Oent = Olacorriente parat > 0es:

El circuito RL con condiciones iniciales nulas i, (0~) = i7(0) = ir(07) = Iy = 0 en fase de carga se muestra en la

Figura 15.
R ir(t) ve(t)
M\ N A 99.3 % A
Vs
Vw(t)éi) @ L8 os(t) | pesase = aae , Vi3 36.8 %
a . AR 135 % 1.83%
A . I 95 % :
Figura 15: Circuito RL con fuente de : ' ' ! ! 0.67 %
voltaje. AN o A |
63.2% | | :
L L L L L ; t L o ; t
Ecuacion Diferencial T 2r 37 4t 57 T 27 31 4t 57

i(t) = %(1 — e /Tu(t)

Figura 16: Respuesta transitoria de
corriente del circuito RL.

vr(t) = Vi(1 — e /M)u(t)

Figura 17: Respuesta transitoria de
voltaje del circuito RL.

vr(t) = (Ve "Nl




Circuito RLC en serie sin fuente

El circuito RLC en serie sin fuente con condiciones iniciales Iy, # 0y Vy # 0 se muestra en la Figura 18 y las
respectivas ecuaciones que describen su comportamiento son:

/5000" Ecuacion caracteristica

Figura 18: Circuito RLC.

Ecuacion diferencial

d’i Rdi 7

— Ot TR
dt2+Ldt+LC’

Caso subamortiguado: o < w,

Para este caso las raices son complejas conjugadas y
su grafica se muestra en la Figura 19 la respuesta es:

i(t) = e"* (K cos (wqt) + Kz sin (wqt))

0 81 = —a + jwg

9 82 = —a — jwq

i(t)

Figura 19: Respuesta subamortiguada.

Notas para K; y K>

Para la determinar las constantes K; y K>, la condi-
cion inicial de la primera derivada es:

di(0) L —(RI() —+ V())

dt L

Proyecto PAPIME PE100920
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Caso oscilatorioac = 0

El circuito LC con condiciones iniciales Io = 0y Vi #
0 se muestra en la Figura 20

+
L C == w(t)

Figura 20: Circuito LC.

Ec. Caracteristica
1
2
S — =0

Solucion de la ec diferencial

v(t) = K1 cos(wqt) + Ko sin(wq t)

Para determinar las constantes K; y K>, se requiere
de las condiciones iniciales:

Condiciones inicialaes .
o 81 = JWd

9 S2 = —jwd



Caso sobreamortiguado: o > w,, Caso criticamente amortiguado: o = w,

Para este caso las raices son reales y diferentes y su Para este caso las raices son iguales y su gréfica se
grafica se muestra en la Figura 21 la respuesta es: muestra en la Figura 22 la respuesta es:
i(t) = Kie*'! + Kqe®?! l i(t) = (K2 + Kit)e ™
i(t) i(t)
1
> — >
Figura 21: Respuesta sobreamortiguada. Figura 22: Respuesta Crit. amortiguada.

Circuito RLC en serie con fuente Proyecto PAPIME PE100920

Las expresiones que describen el comportamiento del circuito Responsable: M.I. Gloria Mata Hernandez

mostrado en la Figura 23 son: Elaboré: Fernando Rivera Pérez

Ec caracteristica Caso Sobreamortiguado y Crit.
V, u(t) it Amortiguado

Las gréficas para estos casos se muestran
Figura 23: Circuito RLC. en la Figura 25 y sus respectivas soluciones
son:

Ecuacion diferencial Cond. iniciales

dzv+Rdv+v_
diz  Ld: B 'S

Sobreamortiguada

v(t) =V, + Kie”' + Kpe®'

Criticamente. Amortiguado

b tiguad
o(0) = Vi + (Ko + Kat)e™

La solucién de la ecuacion diferencial es:

v(t) = Vs + e *(K; cos (wqt) + Kasin (wat))

‘/s """"""
v(t) o
—— Sobreamortiguado
— C(irit. amortlguado
| 778 1 S iy S WEP Ay NP o
Figura 25: Respuestas de ambos casos.

. _ El valor de estado estable se alcanza mas rapi-
Figura 24: Respuesta subamortiguada. do con el caso criticamente amortiguado.



Circuito RLC en paralelo sin fuente

El circuito RLC en serie sin fuente con condiciones iniciales I # 0y V # 0 se muestra en la Figura 26.

Ec caracteristica

Ecuacion diferencial

d?v .
dt?

RCat T

iul + iLl i(ﬁl N
Rg o(t) L§ lnl c=—=V
_ - 9 s3 = —a—/a? —w?2 Q dv(0) _ — (BRI + Vo)

dt RC

-
Figura 26: Circuito RLC Q== ( i )2 ;
£ - §= 2RC)  LC
igura 1rcuito 2RC 2RC LC
Caso criticamente amortiguado: o = w,, Caso subamortiguado: o < 0
Las raices son iguales, la gréfica es similar a la de la Las raices son complejas conjugadas, la grafica es
Figura 22 para el voltaje, la respuesta es: similar a la de la Figura 19 para el voltaje la respuesta
es:
v(t) = (K; + Kit)e ™
v(t) = e (K1 cos (wqgt) + Kz sin (wqt))
Caso sobreamortiguado: o > w; :
gu n D s1=—a+jwa

Las raices son reales y diferentes, su gréfica es similar
aladela Figura 21 para el voltaje, la respuesta es: g S2 = —a — jwqg

v(t) = Kie®t! + Kpe®?! I Notas para K| y K>

Para la determinar las constantes K, y K>, se requieren de
las condiciones iniciales siguientes:

Proyecto PAPIME PE100920
dv(0)  —(RIo+ Vo)
dt . RC

Responsable: M.I. Gloria Mata Hernandez v(0) = Vo

Elabor6: Fernando Rivera Pérez

Circuito RLC en paralelo con fuente

El circuito RLC en paralelo con fuente de corriente se muestra en la Figura 27 y las ecuaciones que describen su
comportamiento son:

+ Ecuacion diferencial Ecuacion caracteristica
I()u(t) gR Lg c—— v . .9
T l 3 y d?i 1 dz 1 I

! 2 u(t)
-

Figura 27: Circuito RLC.

TR
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Notas para K, y K>

Las expresiones que describen el comportamiento son
las mismas del circuito RLC paralelo sin fuente. Las
constantes K7 y K2 se determinan a partir de las con-
diciones iniciales.

Caso criticamente amortiguado: o = w,,

Raices iguales, la respuesta es:

i(t) = I + (K2 + Kit)en™

Transformaciones

Caso sobreamortiguado: a > w,

Raices reales y diferentes la respuesta es:

i(t) = I, + Kie®'! + Kqpe®?!

Caso subamortiguado: o < w,

Raices complejas conjugadas la respuesta es:

B oot (K7 cos (wgt) + Kz sin (wqt))

QD 51 = -+ jwa

932=—a—jwd

La representacion en el dominio del tiempo y en el dominio “s” de fuentes dependientes e independientes se muestra
en la Figura 28. Las fuentes independientes son entradas escalon.

—0O-

- O O e O

kV, kv, kV,
kI, ki, kI,

“_”»

Figura 28: Equivalencias entre el dominio del tiempo y dominio “s”.

Funcion de transferencia de corrientes

La Funcion de transferencia de corrientes es la rela-
cion entre la corriente de salida I, y la corriente de en-
trada I;.

Zy

H (s) de corrientes

I,  Z,+Z3+%

Funcion de transferencia de impedancia

La Funcién de transferencia de impedancia es la relacién
entre el voltaje de salida V;, y la corriente de entrada I;.

H (s) de impedancia

Zs Zi| | v Vo Z2Zy

I, Zy+ Zs+ Za

Funcion de transferencia de admitancia

La Funcion de transferencia de admitancia, es la rela-
cion entre la corriente de salida I y el voltaje de en-
trada V.

H (s) de admitancia

IO Z2

Vi  Z1(Za2+ Zs + Za) + Z2(Z3%00E0)

Respuesta en Frecuencia H (jw)

s =jw =— H(s)=— H{HE



Funcién de transferencia de voltajes Resistencia en el dominio s

La Funcién de transferencia de voltajes, es la relacion Resistencia en el dominio del tiempo y s.
entre el voltaje de salida V; y el voltaje de entrada V;.
i(t I
+ l’t( ) + l (s)

H (s) de voltajes
v(t) S R V(s) R

Zsy Z4 ) B B

(a) (b)

Figura 29: (a) Dominio del tiempo, (b) dominio s.

o + Impedancia Ley de Ohm

Vi Zy |:| Zy| | Vo
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La sefial coseno que se muestra en la Figura 1 tiene los
siguientes parametros béasicos:

Grafica de v(t) = V,, cos (wt + ¢y)

2
Periodo = T = = [s]
w

Figura 1: Amplitud V;,,, periodo T'y fase ¢.

Frecuencia
angular

Frecuencia

_1
f—f \
| Fasores J

Un fasor, es la representacion en niimeros complejos
de una forma de onda sinusoidal.

Representacion fasorial

v(t) = Vi cos (wt + ¢pp) = V = Vi,

A
LoD doDoooooooyg
'/, ‘\\ _______ - ’U(t)
w ’ A% S
1 ¢ \
1 v \ t
R = >
1
‘\ 1 ¢v
N ,
R ,,’

Figura 2: Fasor y onda sinusoidal.
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Impedancia y Admitancia en CA

La impedancia en CA se define como la raz6n entre el
fasor de voltaje y el fasor de corriente.

En la forma rectangular R es la parte resistiva y X es
la reactancia que puede ser inductiva o capacitiva. En
forma polar 0, es el angulo de la impedancia.

Forma rectangular

Forma polar

Z =R+ 31X§ Z = |Z| /O
Impedancia Resistiva

Representacion de una resistencia en (a) dominio del
tiempo, (b) notacién fasorial.

N + Impedancia

R2 v(t) R2vV Resistiva

ai” i
(a (b

)

)

Impedancia Inductiva

Representaciéon de un inductor en (a) dominio del
tiempo, (b) notacion fasorial.

X * Impedancia

LE v(t) VAR =Y Inductiva

al -
(a (b

)

)



Impedancia Capacitiva

Representacion de una resistencia en (a) dominio del
tiempo, (b) notacion fasorial.

N u Impedancia
C——wlt) Zc_—_V Capacitiva
i(t) I 2
N - 4
I | .

R "

La reactancia del capacitor y del inductor son:

Reac. Inductiva

Reac. Capacitiva

Nimeros complejos

La relacion entre la forma polar y rectangular de un
numero complejo se muestra en la Figura 3.

Im Conversiones
A Z=r/0
Z—adtib a = rcos(0)
Jbp=-mmmmmmm ’ b — sin (G
7R Y
0 ! .
a > Re 0 = tan~?! @

Figura 3: Plano complejo.

Para una funcién v(t) con periodo T el valor medio es:

promedio = 0

Valor medio

Funciones trigonométricas

o cos (0) = sin (6 + 90°)

g sin () = cos (6 — 90°)

Proyecto PAPIME PE100920
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Operaciones con fasores

El andlisis con fasores se realiza con operaciones alge-
braicas con niumeros complejos. Sean Z; = a + jb
y Z2 = c¢ + jd dos numeros complejos en forma
rectangular, las operaciones bésicas son:

Qzi+zZ=@+o)+(b+d)j
Dz2-Za=@—c)+(b—d)j

© 71 2> = (ac — bd) + (ad + be) j
e Z1 i (ac+bd>+(bc—ad) .
Zy \c2+4d2 ztaz)?

Operaciones con fasores 2

Sean Zy = Z,/0,y Zp = Z3 /6, dos numeros
complejos en forma polar, las operaciones basicas son:

Reciproco

Conjugado

QD 242p=212,/6, + 6,

Za 71
— =—/0,—0
Q= l0-0

Para una funcién v(t) con periodo T el valor RMS es:

Férmula general

Senoidal

e — cos (0) = sin (6 — 90°)



Circuito Resonante en serie

El circuito de la Figura 4 opera en la frecuencia de reso-
nancia wg.

Frecuencia
Resonante

wo

y
€

Impedancia capacitiva
w < wo

Impedancia inductiva

1

1

1

1

! w > wo
»le »l
Pie »

Figura 4: Circuito.

Figura 5: | Z| en funcion de la frecuencia w.
: L Zr =R
—— -
wC wRC
01&
: : : g . +90Rl] - R
La magnitud de la impedancia en funcion de la frecuencia
angular se representa en la Figura 5 y el angulo de fase Region inductiva
como funcién de la frecuencia angular se muestra en la @z o
Figura 6. 0° >

Region capacitiva
w < wo

En ambas gréficas, para valores menores que la frecuencia
de resonancia, el circuito es predominantemente capaci-
tivo y para valores mayores es predominantemente induc-
tivo.

—90° T e

Figura 6: 6 en funcion de la frecuencia w.

Corriente vs Frecuencia Potencia vs Frecuencia

Corriente en funcién de la frecuencia angular w del Potencia en funcién de la frecuencia angular w del
circuito de la Figura 4. Las frecuencias de corte se circuito mostrado en la Figura 4. Las frecuencias de
localizan al 70 % de la corriente maxima. corte se localizan cuando el circuito disipa la mitad de

la potencia méxima.

100 % f----mmmmmmmmme g Prog [-=-ssseeeneess

70 % |- PR »
' Vim max
:Anchoclbbanda: Heen = =0 2 ‘ 1 . 100 %
—Y > 1
! ! ! : Ancho de Banda :
1 1 1 < d »'
1 1 1 ] ]
1 1 1 1 . 1
1
il : ! :
L 1 1 V7> w n X\ > w
W1 W w2 w1 wo w2

Figura 7: Corriente contra frecuencia angular. Figura 8: Potencia contra frecuencia angular.
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Expresiones de voltaje en los elementos en la frecuen-
cia de resonancia wo, graficas en la Figura 10.

o vgr(t) = v(t) = V,, cos (wot)
O vi(t) = |1| |Z1| cos (wot + 90°) 5 Zp = j X1

© vc(t) = [1]1Zc| cos (wot — 90°) 5 Zo = —j Xe

Factor de calidad

Expresiones para obtener el factor de calidad @ de un
circuito RLC en serie a la frecuencia de resonancia wyg.

_ wol _ [Val
Qa=7 Q=T

__1 %
9Cg_(.d()C’R QQ:|’C—|

Vi

Ancho de banda

Expresiones para obtener el ancho de banda del cir-
cuito RLC en serie.

oAB:wz—wl gAB:%
R
QABZE QAB:% [Hz]

Potencia Activa

Desfase de 180° en el voltaje de los elementos reacti-
VOs.

+ vr(t) — 1 v (t) ve (t)
+
+ R LS v (t) t
v(t) ’\1) + B
_ t c
LR o

Figura 9: Circuito.

Factor de calidad del inductor

El factor de calidad del inductor real que se muestra en
la Figura 11 y para cualquier frecuencia w es:

Figura 10: Voltajes.

ij RL

—T——AN—

Figura 11: Inductor real.

Frecuencias de corte

Las frecuencias de corte y la frecuencia de resonancia
para el circuito RLC en serie se relacionan mediante:

B 2
O ="V E

2
Qune By B L

e W = \/WwiWw2

El voltaje y corriente estan en fase por lo que ¢, = ¢;. V e I representan magnitudes rms.

i(t) —»
+

v(t) R R
N p(t)

P = VimsIrms cOSEE

v(t) = Vi, cos (wt + ¢py)
i(t) = I, cos (wt + ¢;)
Figura 12: Potencia.

0= ¢y — &

P =74 ' |
P=IN '

1
2= EVmIm Cos (¢v ~ ¢z)

Potencia instantdnea p(t) = v(t)i(t)

Periodo de la senal de entrada

Energia
Liberada

Figura 13: Potencia en una resistencia.



Circuito Resonante en paralelo

El circuito RLC en paralelo de la Figura 14 opera en la frecuencia
de resonancia wyg.

il lﬂ " lﬂ . En resonancia
@ 53w =
wC .

Frec resonante

Circuito resonante paralelo real

La frecuencia de resonancia y parametros del circuito mostrado
en la Figura 15 son:

Frec resonancia

Factor de calidad

Voltaje maximo

Potencia en el inductor

Proyecto PAPIME PE100920

Responsable: M.I. Gloria Mata Herndndez

Elaboré: Fernando Rivera Pérez

Expresiones

Expresiones complementarias para el
circuito de la Figura 14.

wo 1
 JERE
Q ~ RC
0 -+ (ate) 2
w] = ——
'~ 2RC 2RC LC
0 - i+ () 2
Wy = ——
2~ 2RC 2RC LC

Expresiones

Las frecuencias de corte para el circuito de
la Figura 15 se obtienen resolviendo de for-
ma simultédnea las ecuaciones siguientes:

i 13 Ry, _ I cos (i — o)

B R’ (L) Vin

wL I, sin (¢z —"d’v)
C - -
R? + (wL) Vin

¢, son los angulos de los voltajes que se
obtienen en las frecuencias de corte.

En un circuito puramente inductivo, el voltaje adelanta a la corriente en 90°, por lo que 8 = ¢, — ¢; = 90°. En

potencia eléctrica, V' e I representan magnitudes rms.

Potencia Reactiva

Q = VIsin (0) [VAR]
) l Q1 = Vi '
v(t) = Vp, cos (wt + 90°) :

i(t) = I, cos (wt)

l a7 l
Figura 16: Potencia. Qr=I1°Xg

Periodo de la senal de entrada

Figura 17: Potencia en un inductor.



Transformacion Serie - Paralelo RL

Equivalencia serie - paralelo védlida solamente en la
misma frecuencia de operacion w.

Transformacion Serie - Paralelo

Transformacion Serie - Paralelo RC

Equivalencia serie - paralelo valida solamente en la
misma frecuencia de operacion w.

Transformacion Serie - Paralelo

(l) a
Rg
ZT ZT
R X
Yy ﬁ Yy g P g LP
Xrs
b b

Figura 18: Circuitos equivalentes.

Transformacion Paralelo - Serie

Escalamiento en impedancia

Cada impedancia del circuito se multiplica por K,,
(factor de escalamiento de magnitud o de impedan-
cia) permaneciendo la frecuencia sin cambio alguno.

QD R.=K.R gcnzi

L, =K,L
9 n m an:w

R, L, y C,, son los nuevos valores de la impedancias
después de efectuado el escalamiento.

Potencia en el capacitor

a) a
Rg
ZT ZT
R — X
Yo ﬁ Yo § p _—_ Xcp
Xcs
b’J b

Figura 19: Circuitos equivalentes.

Transformacion Paralelo - Serie

Escalamiento en frecuencia

La multiplicacion por Ky (factor de escalamiento de
frecuencia) solo afecta a las impedancias capacitivas e
inductivas que dependen de la frecuencia.

DRr.=R @anﬁ
L .

gL":E ewnszw

R, L, y C,, son los nuevos valores de la impedancias
después de efectuado el escalamiento.

En un circuito puramente capacitivo, la corriente adelanta al voltaje en 90°, por lo que 8 = ¢, — ¢; = —90°. En potencia

eléctrica, V' e I representan magnitudes rms.

Potencia Reactiva

i(t) —»

v(t) —» — _C
p(t)

Qc=VI_

l Qc = I’X¢ l

v(t) = V,, cos (wt — 90°)
i(t) = I, cos (wt)

Figura 20: Potencia.

+ Q = VIsin (6) [VAR] vIr, "

Periodo de la senal de entrada

IA’
y

1
Al
1

-
-

v

p(t) o

—VIE--aaoo-2 v(t)

Figura 21: Potencia en un capacitor.



Potencia compleja

Sila carga de la Figura 1 tiene asociados los fasores de
voltaje y corriente V=V /¢, el = I / ¢; la potencia
compleja S es:

Potencia Compleja
+ I

Forma rectangular v Carga

7
4

Figura 1: Impedancia.

I—»

Potencia activa

Potencia aparente

s=\P 1@

Potencia reactiva

Potencias activa y reactiva

Para el circuito de la Figura 2 si los fasores de volta-
je y corriente en magnitud RMS sonV = V /¢, e
[ = I /¢, entonces las potencias activa y reactiva en
la carga se obtienen mediante:

I—>
+
\%

I\
Carga \ Xy

R

Figura 2: Impedancia y tridngulo de impedancia.

Potencia reactiva

= VIsi v — @i
Q sin (¢ qé\)

Potencia activa

= v/ .
cos (¢ q{)
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Triangulo de potencias

El tridngulo de potencias relaciona de manera gréfica
las tres cantidades P, Qy S.

A 4

0 P
29

6 7
Qr N Qc
N
0 P /S/

(a) (b)

Figura 3: Triangulo de potencias: (a) inductivo, (b) ca-
pacitivo.

Factor de potencia

Elfactor de potencia f, es el cociente entre la potencia
activa y la potencia aparente ver Figura 3. Es también
igual al coseno del dangulo del tridngulo de impedancia
de la Figura 2.

P
fpzcos(9)=§ fp = cos (0) =\

1Z]

Correccion del Factor de potencia

Carga original (a), carga corregida (b).

a a e——

(a) (b)

fp = Nuevo factor de
potencia.

w = Frecuencia de
operacion.




Sistema trifasico Y balanceado

En un sistema de tres fases Y-Y, las corrientes de
linea que salen del generador, son las mismas que
las corrientes de fase en las cargas.

Figura 4: Circuito Trifasico Estrella - Estrella.

Sistema trifasico A balanceado

En un sistema de tres fases balanceado Y — A, los
voltajes de linea son iguales a los voltajes de fase de
la carga en A.

~ X
Vca o < Vab
K (\)o % ~
Hca - Vbc + ]I e
c Zpe b
Iy
e

Figura 5: Circuito Trifasico Estrella - Delta.

Sistema trifasico A desbalanceado

El sistema es desbalanceado si por lo menos una de
las impedancias de carga es diferentes.

~ X
Vea N Q Vab
K (\70 % ~
ch - Vbc + ]I e
c Zye b
Iy
—

Figura 6: Circuito Trifasico Estrella - Delta.

Corrientes de linea

Voltajes de linea
Var = (V3 /=30°) Van
Voo = (V3 /=30°) Vin
Veo = (V3 /=302) Wen

Voltajes de Fase
Van =V /o
Vi = V /b, SR
Ven =V /¢y +120°

Corrientes de fase

Voltajes de Fase Corrientes de linea

Vao =V /o
Ve =A% / by — 120° I
Vea = V{ ¢v + 12_00 I

(\/5 4—300) Ty
(\/5 (—30°)._ Teq

Corrientes de linea

]Ia = ]Ia,b i ]Ica, ]Ib = ]Ibc el Hab ]Ic = ]Ica = ]Ibc

Voltajes del Voltajes de Fase

Generador

Van =V /¢y
VN = V{q’)v —120°
Ven =V /¢, £120°

Vap = (\/5 M) Van
e — (\/g M) VBN

Voa (\/5 30°) -




{NGENIER/ 4 niversidad Nacional Autonoma de México
) Facultad de Ingenieria

Division de Ingenieria Eléctrica

> Circuitos Eléctricos Responsable: M.I Gloria Mata Hernandez
PAPIME PE100920 Elabor6: Fernando Rivera Pérez

Los métodos de andlisis de redes se utilizan para determinar los voltajes y las corrientes en cada una de las ramas
que conforman un circuito eléctrico. Basicamente se aplica la ley de voltajes de Kirchhoff y la ley de corrientes de
Kirchhoff. Cuando se aplica la LVK las incognitas son las corrientes de malla y cuando se aplica la LCK las incégnitas
son los voltajes de nodo. La aplicacion de los métodos de andlisis de redes tiene la finalidad de obtener el minimo
numero de ecuaciones linealmente independientes que permita determinar las incégnitas ya sea corrientes de malla
o voltaje de nodo.

Meétodo directo con LVK

Las corrientes de malla son las incégnitas a determinar, con las cuales se determinan las corrientes de rama y a su
vez los voltajes de rama. En su forma mas simple el método directo aplica la LVK en cada malla del circuito con
solo fuentes independientes de voltaje e impedancias. Por facilidad se consideran las siguientes convenciones: Las
corrientes de malla se establecen en sentido horario. Si la corriente de la malla analizada sale de la fuente de voltaje
de excitacion su valor se considera positivo, en caso contrario es negativo como se muestra en la Figura 1.

I, es el vector de corrientes de mallas de orden M x 1.
v1 1Im (+) v 1-’"1 (=) El método establece:

o Se identifica las corrientes de malla (en sentido ho-
rario) y las corrientes de rama (con sentido arbitra-

Figura 1: Convencion de signos. o)
rio).

Se establece de forma directa la matriz de voltajes de 9
malla Vj; que corresponde precisamente a la Ley de
Ohm matricial, esto es:

Se plantea la Ley de Ohm matricial. Cada elemento
de V) es la suma de voltajes de excitacion en cada
malla de acuerdo con la convencion de signos de la
Figura 1. Los elementos z;; (j = k) de la diagonal
Forma matricial de la ley de Ohm de Zjs esla suma de impedancias en cada malla.

Vv = Zy Im El resto de los elementos z;; (j # k) corresponden
al valor negativo de la impedancia en comun de la
malla analizada con respecto al resto de las mallas,
siendo simétrica con respecto a la diagonal. Si no
hay impedancia en comun entre las mallas j — k,
Zjk = 0.

g Se determina el vector de corrientes de mallas me-
diante Iy; = Z];,l V.

En donde:
Q Se determinan las corrientes de rama, la cual tendra

signo positivo si tiene la misma direccién que la co-
rriente de malla, o bien seré la diferencia de corrien-
Zy es la matriz cuadrada de impedancias de tes de malla si la rama se encuentra entre dos ma-
mallas de orden M x M con elementos zjj llas. A partir de las corrientes de rama se obtienen
(7 — Renglén k — Columna). los voltajes de rama.

Vi es el vector de voltajes de excitacion de mallas (M)
de orden M x 1.



Ejemplo con LVK

I 1
| I
Z6
zZ1 z3 Z5

| I S e B E— |
| S|

2@ () (]2 D« DQ-

Figura 2: Circuito de ejemplo.

Al aplicar los pasos del método directo se ob-
tienen los vectores columna de excitacién de
voltajes de malla Vj; y de corrientes de ma-
lla I'ps, asi como la matriz de impedancias Zyy,
las cuales se muestran enseguida.

Meétodo directo con LCK

v1 11
0 12
Vv = Ing = | .

—v2 13

0 n
zZ1 + 4] —Z2 0 —Z1
—22 22+ 23+ 24 —24 —23

Zy =
0 —2Z4 z4 + 25 —2Z5
—z —23 —25 21+ 24+ 25 + 26

Los voltajes de nodo son las incégnitas a determinar, con los cuales se determinan las corrientes de rama. En su
forma mas simple el método directo aplica la LCK en cada nodo del circuito con sélo fuentes independientes de
corriente e impedancias. Por facilidad se consideran las siguientes convenciones: Si una fuente de corriente entra a
un nodo se considera positiva, en caso contrario es negativa como se muestra en la Figura 3.

Figura 3: Convencion de signos.

(7 — Renglén k — Columna).

In es el vector de excitacion de corrientes de nodo de
orden N x 1.

El método establece:

Q Se identifican los nodos principales y el nodo de tie-
rra, la direccion de las corrientes de rama se asignan

Se establece de forma directa la matriz de corrientes de de forma arbitraria.

nodos In que corresponde precisamente a la Ley de

Ohm matricial, esto es:

Forma matricial de la ley de Ohm
In=YNVN

YN1 YN2

En donde:

Vn es el vector de voltajes de nodo (INV) de orden IV X 1.

Q Se plantea la Ley de Ohm matricial. Cada elemento
de I es la suma de las corrientes de excitacion en
cada nodo de acuerdo con la convencion de signos
de la Figura 3. Los elementos y;i (j = k) de la dia-
gonal de Y, es la suma de admitancias conectadas
en cada nodo.

El resto de los elementos y;i (j # k) correspon-
den al valor negativo de la suma de las admitancias
conectadas entre el nodo j y el nodo k, si no hay
admitancia en comun entre dichos nodos entonces

yir = 0.

O Se determina el vector de voltajes de nodo mediante
VN =Yy ' IN.

Q Se determinan las corrientes de rama como la dife-

Yy es la matriz cuadrada de admitancias de rencia de los voltajes de nodo entre la impedancia
nodo de orden N X N con elementos y;x de la propia rama.



Ejemplo con LCK

1
| I—
25
zZ i2 z
1 Vo V3 4
| — u | I—

O

-

Figura 4: Circuito de ejemplo.

Si se aplican los pasos del método directo, se obtienen el
vector de excitaciéon de corrientes de nodo Iy, el vector
de voltajes de nodo Vi y la matriz de admitancias Yy, las
cuales se muestran a continuacion.

YN =

VN

1
Z1
—1

Z1

-1

Z5

1

z5

(%1
V2
V3

Vg

1

Z1

-1

Z1

In

1

z2

1

z3

-1

24

1
—ip
12

—i3
-1

zZ5

1 -1

Z4
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Teorema de Sustitucion

El teorema de sustitucion establece que: Cualquier ra-
ma de un circuito en el que se conoce el voltaje y la
corriente, puede ser reemplazada o sustituida por una
rama equivalente que tenga el mismo voltaje y co-
rriente que la rama original.

40V i) :

o
S
o]

a a a
1022
30V 0.25 A 120 2
25V
b b b

Figura 1: Circuito de referencia y tres posibles equiva-
lencias de rama que cumplen con las especificaciones
de voltaje y corriente entre los nodos a y b.

Teorema de Thevenin

Teorema de Superposicion

El teorema de superposicion establece que: El voltaje y
corriente totales en una rama o elemento del circuito
producida por la accion simultanea de dos o més fuen-
tes independientes, es la suma del efecto que produce
cada fuente actuando por separado.

Figura 2: El circuito original (a) se divide en los circui-
tos (b) y (¢), se suman los efectos producidos por cada
fuente independiente a la respuesta total del circuito,
en este caso It = I + Is.

El teorema de Thévenin establece que: Toda red de cd o ca lineal bilateral de dos terminales, puede ser reemplazada
por un circuito simple que contenga una fuente de voltaje y una impedancia en serie como se muestra en la Figura 3.

o Identificar la porcién de la red que se desea simpli-
ficar, resultando en dos circuitos A Y B. Las dos ter-
minales que resultan de la separacion se identifican
comoayb.

9 Obtener el voltaje a circuito abierto entre los nodos
a—b. Este es el valor de la fuente de voltaje de Théve-
nin (VTh)-

Desactivar todas las fuentes del circuito A, las fuentes
de voltaje se ponen en corto circuito y las fuentes de
corriente en circuito abierto. Las fuentes dependien-
tes se dejan intactas. Obtener la (Zr, ) vista desde los
nodosa — b.

Obtener el circuito equivalente de Thévenin con los
valores obtenidos anteriormente e incorporar nueva-
mente el circuito B. Los voltajes y corrientes en el cir-

cuito B deben permanecer sin cambio alguno.

a
Circuito A Circuito B
———
a
R
AVAVAY,
R
Vrn Circuito B
b

Figura 3: Circuito equivalente de Thévenin.



Teorema de Norton

El teorema de Norton establece que: Toda red de cd o ca lineal bilateral de dos terminales, puede ser reemplazada
por un circuito simple que contenga una fuente de corriente y una impedancia en paralelo como se muestra en la
Figura 4.

o

12
(3]

o

Identificar la porcién de la red que se desea simpli-
ficar, resultando en dos circuitos A y B. Las dos ter-
minales que resultan de la separacion se identifican
comoayb.

Poner en corto circuito los nodos a — b. La corriente
que circula por dicho corto es la corriente de Norton
(IN).-

Desactivar todas las fuentes del circuito A, las fuentes
de voltaje se ponen en corto circuito y las fuentes de
corriente en circuito abierto. Las fuentes dependien-
tes se dejan intactas. Obtener la (Z ) vista desde los
nodos a — b.

Obtener el circuito equivalente de Norton con los va-
lores obtenidos anteriormente e incorporar nueva-
mente el circuito B. Los voltajes y corrientes en el cir-

Teorema de Reciprocidad

El teorema de reciprocidad se aplica inicamente a
circuitos con una sola fuente de voltaje o de corriente.

En la Figura 5, al reubicar la fuente de voltaje como se
muestra en (b), aparece la misma corriente I donde
antes se encontraba la mencionada fuente.

0 e 0

(a) (b)

Figura 5: (a) circuito original, (b) circuito reciproco.

En la Figura 6 al reubicar la fuente de corriente como
se muestra en (b), aparece un voltaje V,, en la posicién
donde antes se encontraba dicha fuente.

il

| = | - I
- -

(a) (b)

Figura 6: (a) circuito original, (b) circuito reciproco.

Nota: El teorema requiere que la polaridad de la fuente de
voltaje y la direccion de la fuente de corriente sean las co-
rrectas para no alterar las nuevas mediciones.

cuito B deben permanecer sin cambio alguno.

Circuito A Circuito B

Circuito B

b

Figura 4: Circuito equivalente de Norton.

Teorema de Reciprocidad Caso 1

Excitaciones de voltaje producen la misma corriente al in-
tercambiar salida por entrada, donde i3 = ;.

a b a b
Circuito Circuito
Vo i2 i1 Vo
LIT LIT
a’ b a’ v

Teorema de Reciprocidad Caso 2

Excitaciones de corriente producen el mismo voltaje al in-
tercambiar salida por entrada, donde vy = v;.

a b a b
L —
Circuito + + Circuito
I V2 v1 I
LIT _ B LIT
JE— —
a’ b a’ v

Teorema de Reciprocidad Caso 3

Excitaciones de corriente y voltaje intercambiadas en salida
y entrada producen las mismas magnitudes de corriente y
voltaje, donde |iz| = |v1].

a b a b
o—
. + .
Circuito Circuito
In=K i v1 Vo=K
LIT _ LIT
o—
a’ b a’ v
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Parametros de Admitancia

Parametros de Impedancia

Los parametros de impedancia a circuito abierto para Los parametros de admitancia de corto circuito para
una red pasiva lineal se determinan de acuerdo a las una red pasiva lineal se determinan de acuerdo a las
condiciones siguientes: condiciones siguientes:
I I I
I I, 1 ) —_— 2 1 SN
= bt E + + I
Vi Vi _ 4 _ 4
I, Vi |zn1= Tll 1o Vi 212 = Tzl o I Vi b = Vl Va=0 ‘:2 ‘:1 Y12 = 72 Vi=o V2
<« < — —
I I
 m— I i > —————— R 4—2 R 4—2
+ + I + + I
Vs Vs _ 12 _ 12
= == le I,=0 ki == T: n=o0 & 2 i T Vil ‘:2 ‘:1 7 Valvizo "
<« < — —
Figura 1: Condiciones de prueba para determinar los Figura 2: Condiciones de prueba para determinar los
pardmetros de impedancia. parametros de admitancia.

Ecuaciones caracteristicas Ecuaciones caracteristicas

Parametros hibridos Parametros hibridos inversos

Los parametros hibridos para una red pasiva lineal Los parametros hibridos inversos de una red pasiva li-
se determinan tomando en cuenta las condiciones si- neal se determinan de acuerdo a las condiciones si-
guientes: guientes:
I I, I I I
—\ 4+— ——y > 0 4— )
+
I Vi [hu= 2 ‘Jfr ‘J; hig = 2 % i =4 :fr =& I
t(Dv =gl | ' H= 2 i = e © T Blus ’
— | — — ~—
I I, I I, 1> I
T 4— > T 4— > 0 4— >
+
I o 2 ‘J/r fan— V; \% = 2 :fr :fr _Z V; I
g T hlum| 2~ Valn=o : § = Vilho i S R Y :
— | — — —
Figura 3: Conexiones para determinar los parametros Figura 4: Conexiones para determinar los parametros
hibridos. hibridos inversos.

Ecuaciones caracteristicas Ecuaciones caracteristicas

Vi=hi1Ili +hi2 V2 I = hoy Ih + haa V> Iy = g1 Vi + giz2 12 Vo =g21 Vi + g22 I




Bipuerto y Caracteristicas

Un bipuerto es un circuito eléctrico que tiene dos pares de terminales, una de las cuales se elige como la entrada y la

otra como salida.

o No incluye fuentes independientes, aunque si puede contener fuentes dependientes. Si un bipuerto tiene fuentes
dependientes, sus variables de dependencia deben pertenecer al mismo bipuerto.

9 La corriente que entra por la terminal de un puerto, debe ser la misma que sale por la otra terminal del mismo

puerto.

g El bipuerto solamente interactia con otro circuito a través de sus dos pares de terminales.

Parametros de transmision

Los parametros de transmision de una red pasiva li-
neal se determinan de acuerdo a las condiciones si-
guientes:

—1I —1I

—» -
+
Vi t L. ‘t Vi t — Vs
11 — 17 =
8 Valr,—o 2 ! Iz ly,=0 :
— o .
—— ~——
—1I —I
5 — 2
+
I t h ‘t I t —h Vi
21 = = =
' Valr,—o : ! Iy lv,=o :
— o .
~——

Figura 5: Conexiones para determinar los parametros
de transmision.

Ecuaciones caracteristicas

Vi =t11Va — ti212 I, =121V — taal>

Parametros de transmision inversa

Los parametros de transmision inversa de una red pa-
siva lineal se determinan de acuerdo a las condiciones
siguientes:

—-I —I

+ ar
, Va , Va
Vi th = Vil ro Va Vi |ty = “Tilv—o Va
= =
T _
- -
-1 =l
+ +
’ Iz ’ Iz
i fa1 = Vil-n—o = Vit = —I1lv;=0 =
—I,= A=
- -

Figura 7: Conexiones para determinar los parametros
de transmision inversa.

Ecuaciones caracteristicas

Vo=1t,,Vi—t, Iy I,=t, "]

Configuracion estrella

Para una red de dos puertos tipo estrella como la que
se muestra en la Figura 6, la matriz de parametros Z es:

A Z3
ae 1 1 o b
| E—| | I—|
Puerto Puerto
o |z 4 e
entrada salida
(l/ P Py bl

Figura 6: Red de dos puertos estrella.

Configuracion delta

Para una red de dos puertos tipo delta como la que se
muestra en la Figura 8, la matriz de parametros Y es:

Zs
o — o)
Puerto Puerto
de Zl Z3 de
entrada salida
ae ° b/

Figura 8: Red de dos puertos delta.

Matriz de Admitancias
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