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I. Objetivos

= [os alumnos y las alumnas conocerdn algunas algunas de las sefiales bdsicas y las sefiales singulares y sus caracteristicas
fundamentales.

= Se establecerd la relacidn que existe entre sefiales fisicas y su representacién matematica mediante el uso de software y adquisi-
cién de sefiales.

II. Recursos

1. Software
a) Software especializado para calculo numérico, puede utilizarse paqueteria de software libre como Octave o Scilab.
2. Equipos, instrumentos, herramientas y accesorios

a) Computadora con 2GB RAM min.

b) Celular para grabar sonidos.

III. Seguridad en la ejecucion de la actividad

L Peligro o fuente de energia L Riesgo asociado L Medidas de control H Verificacion

. ~] - Identificar los puntos energizados antes de realizar la
1 | Voltaje alterno 7 Electrocucién e pu & 1
127V actividad y evitar contacto

2% | Voltaje continuo L = Dafio a equipo ﬁ Verificar polaridad y nivel antes de realizar la cone- Ij

24V xién del equipo o dispositivo

Apellidos y nombres:

IV. Fundamento tedrico

IV.1. Muestreo uniforme

El primer paso para convertir una sefial continua x(¢) a una sefial digital es discretizar la variable de tiempo, es decir, considerar
muestras de x(¢) en instantes uniformes de tiempo ¢ = nT, o,

x(nTs) = z(t)|t=nT,

en donde n es un nimero entero y 7 es el periodo de muestreo. Para conceptualizar el método de muestreo, es posible pensarlo como
la multiplicacién de la sefial z:(¢) por un tren de pulsos de ancho fijo, una descripcién tedrica profunda puede ser consultada en [?],
aqui nos limitaremos a explicar algunas cuestiones practicas en el proceso de muestreo.

Para procesar sefiales analdgicas utilizando computadoras es necesario convertir sefiales analdgicas a digitales y sefiales digitales
a analdgicas, estos procedimientos son realizado por medio de convertidores analdgico-digital (CAD) y digital-analdgico (CDA),
respectivamente. Un convertidor anal6gico-digital, una vez que la sefial es discretizada en tiempo, debe considerar el tiempo requerido
para completar el proceso de digitalizacién. Un sistema de muestreo y retencion toma muestras de la sefial continua y las retiene
hasta que el proceso de digitalizacién es completado y una nueva muestra puede ser adquirida. Un sistema de este tipo es mostrado
en la Figura el procedimiento consiste en multiplicar las sefial a muestrear x(¢) por un tren de impulsos dr, con periodo T para
obtener otro tren de impulsos x4(t) cuya magnitud es el valor de la sefial en los instantes de muestreo nT. Posteriormente, la sefial
x5(t) es introducida a un refenedor de orden cero, un sistema lineal e invariante en el tiempo, cuya respuesta al impulso h(t) es
un pulso de ancho deseado A < Ti. La salida y4(t) del sistema de muestreo y retencién es una secuencia de pulsos trasladados
h(t) = u(t) — u(t — A) y escalados por el valor z(nT}), es decir,

ys(t) =Y x(nTo)h(t — nTy).

n

N /
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Figura 1. Muestro utilizando un sistema de muestreo y retencion

IV.2. Sistemas de tiempo discreto

A continuacién se introducen los sistemas de tiempo discreto que de mayor importancia tedrica para el curso, estos son los sistemas
de tiempo discreto lineales, invariantes en el tiempo y causales, los cuales pueden ser representados por medio de ecuaciones en
diferencias que relacionan la entrada y la salida el sistema.

IV.2.1. Los sistemas de interés

De forma similar a los sistemas de tiempo continuo, un sistema de tiempo discreto puede ser conceptualizado como un procesador
que transforma una sefial de entrada de tiempo discreto x[n] en una sefial de salida de tiempo discreto y[n], es decir,

yln] = T {z[n]}.
Al igual que en sistemas de tiempo continuo, estudiaremos sistemas de tiempo discreto 7 {-} que tienen las siguientes propiedades:
= Linealidad
= Invarianza en el tiempo
= Estabilidad
Causalidad

Para un sistema de tiempo discreto T se dice que es
= Lineal: Si para las entradas x[n] y v[n] y constantes a y b, el sistema satisface las siguientes condiciones
e Escalamiento: 7 {az[n]} = aT {z[n]},
e Aditividad: 7 {z[n] + v[n]} = T {z[n]|} + T {v[n]}, 0 equivalentemente si se cumple el principio de superposicion,
T {az[n] + bo[nl} = aT {z[n]} + bT {v[n]}.

= [nvariante en el tiempo: si para cualquier entrada x[n] con la correspondiente salida y[n] = T {x[n]}, la salida correspondiente
a la version retrasada o adelantada de x[n|, x[n = M], es y[n £ M] = T {x[n &+ M|} para un entero M.

IV.2.2. Los sistemas de tiempo discreto como ecuaciones en diferencias

De forma similar a como los sistemas de tiempo continuo pueden ser representados mediante ecuaciones diferenciales, los sistemas
de tiempo discreto que nos interesan, cuyas sefiales de entrada es x[n] y de salida y[n], pueden ser representador como ecuaciones en
diferencias que relacionan a z[n| con y[n], de acuerdo con la siguiente expresién

m=0

N-1 M—1
[n] + aryln — k] = bpzin —m], n>0 (1)
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con condiciones iniciales y[—k|, k = 1,..., N — 1 y en donde el orden del sistema es N — 1. Si la ecuacién en diferencias anterior es
lineal, con coeficientes constantes, condiciones iniciales nulas y la respuesta es cero para n < 0, entonces esta representa un sistema
lineal e invariante en el tiempo. Para este tipo de sistemas, la salida y[n] en el instante de tiempo n, depende de los valores previos de
la salida {y[n — k], k =1... N — 1}, por lo que también se les conoce como sistemas recursivos, ya que la salida del sistema puede
ser definida como una secuencia de valores numéricos dados por la siguiente expresion,

N—-1 M—1
yln] = — ary[n — k] + Z bmzin—m], n>0
k=1 m=0
con condiciones iniciales y[—k], k = 1,..., N — 1. Existen otras metodologias para resolver ecuaciones en diferencias en el dominio

del tiempo discreto n las cuales no serdn presentadas, pero pueden ser consultadas en la literatura correspondiente.

IV.2.3. Solucién de ecuaciones en diferencia mediante la transformada Z y la funcién de transferencia

La transformada Z puede ser utilizada para resolver ecuaciones en diferencias de la forma (I, aplicando la transformada a ambos
miembros de la ecuacién y combinando las propiedades de desplazamiento en el tiempo y diferencia finita, se puede obtener una
expresion para la la transformada Z de la salida del sistema de la siguiente forma

[O(Z)
A(z) A(z)

2

la cual tiene dos componentes, la primera depende de los efectos de la entrada del sistema y es la transformada Z de la respuesta forza-
da, mientras que la segunda componente es debida a las condiciones iniciales, por lo que se trata de la transformada Z de la respuesta
libre. Por lo que descomponiendo la expresion en fracciones simples con antitransformadas comunes encontradas en el Tabla ?? es
posible determinar la expresion para la respuesta total del sistema.

Si consideramos condiciones iniciales nulas, es decir, sustituyendo Ip(z) = 0 en , es posible determinar el cociente entre las
transformadas Z de la sefial de salida y de la sefial de entrada, es decir,
() Y(z) _ B(z)
z) = =
X(z) Az

la cual es la funcién de transferencia del sistema, que en general es una funcién racional de polinomios en z. Otra posible definicion
de la funcién de transferencia es utilizando la suma convolucidn, la cual determina la salida del sistema y[n] ante una sefial de entada
x[n] arbitraria, es decir,

yln] = x[n] + h[n]

en donde h[n| es la respuesta del sistema a una muestra unitaria. Aplicando la transformada Z a ambos miembros se obtiene

en donde
_Yl) _ 26l
X(z)  Z(z[n])
por lo que la funcién de transferencia se puede interpretar también como la transformada Z de la respuesta de un sistema a la muestra
unitaria §[n].

La funcién de transferencia permite determinar la salida del sistema para cualquier entrada arbitraria, la respuesta forzada, por
medio de la siguiente expresion,
Y(z) = H(2)X(2)

utilizando expansion en fracciones simples y antitransformando el resultado es posible determinar la respuesta forzada del sistema.

Otra propiedad de interés es la estabilidad de los sistemas de tiempo discreto, la cual puede ser caracterizada por medio de la
evaluacion de las raices del polinomio del denominador A(z) de la funcién de transferencia, los cuales son los polos del sistema. Para
que el sistema sea estable se requiere que los polos estén contenidos en el circulo unitario del plano complejo z, o bien, que la magnitud
de los polos sea menor a la unidad. J
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IV.2.4. De ecuaciones diferenciales a ecuaciones en diferencias

Ahora se presentara un método para aproximar la solucién de ecuaciones diferenciales por medio de la solucién de ecuaciones en
diferencias. El procedimiento consiste en obtener una ecuacién en diferencias asociada a la ecuacién diferencial original aproximando
la operacién de derivacién por medio de la operacién de diferencias finitas, este método puede ser aplicado a sistemas de orden
arbitrario, sin embargo en este caso nos limitaremos, sin pérdida de generalidad, a sistemas de segundo orden. Considere un sistema

dindmico cuya relacién entrada salida estd dada por la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden m
d?y(t) dy(t) dy
+ + t) = box(t 0) = 0)=9'(0
a2 ai at aoy(t) oz(t), y(0) =1yo dt( ) =9'(0)

la definicién de derivada esta dada por

dt  at—o0 At
en el limite esta operacion tiende a la derivada, sin embargo, si consideramos que At no tiende a cero, sino a un valor pequeiio T que
denominaremos periodo de muestreo, entonces podemos aproximar la operacion de derivada como
dy _y(t) —y(t—T.)
dt T,

dy _ o y(®) —y(t - A

y para la segunda derivada,

Ay d§  dy [y() —y(t—T)
dt? dt dt T

(o =]

6

22

yt)—y(t=Ts)  y(y—Ts)—y(t—2Ts)
~ TS Ts
T
y(t) —2y(t — Ty) + y(t — 2T%)
~ 72

sustituyendo las aproximaciones de las derivadas en la ecuacién diferencial, y considerando que el tiempo es muestreado, es decir,
t = nTy, en donde n es el indice de muestreo y 7 el periodo de muestreo, entonces se tiene que

y(nTy) — 2y(nTs — Ts) + y(nTs — 2Ty) . y(nTy) —y(nTs — Ts)
a
T2 ! T,
utilizando manipulaciones algebraicas simples es posible reescribir la ecuacién anterior como,

<T12 + ;—1 + ao) y[(n)Ts] — <:,?2 + ?) ylln— DT + %y [(n = 2)T5] = box[(n)T}]

S

+ agy(nTs) = boz(nTy)

o bien

(ST Yyt - (2 vl - DT+ g — 2T = buel()

normalizando y omitiendo por simplicidad la dependencia con el tiempo de muestreo, entonces se obtiene la siguiente ecuacién en
diferencias,
y[n] — cry[n — 1] + eay[n — 2] = doz[n]

con coeficientes )
24+ a7, 1 T:
1 5 bo, (3)

_— Q= "> do _—
1 + ang + aon’ 1 + (Ing + aor‘? 1 + alT + aoT
si se consideran condiciones iniciales nulas y se aplica la transformada Z a la ecuacién anterior, se obtiene

Y(2) — 127 Y (2) 4+ c2272Y (2) = do X (2)

C1 =

y finalmente la funcién de transferencia esta dada por
do
1—ciz7l +cp272

H(z)=

o bien
do 2’2

\ T y
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IV.2.5. De funcion de transferencia en tiempo continuo a funcién de transferencia en tiempo discreto

La transformada de Laplace de la derivada de una sefial muestreada se puede representar como

Z(f0T)) = = (1 - =) Z [f(uT,)

S

con funcié t i Z [?/( )] = -
f 6n de transferen nl Z z
o A S/ Hd z 7T ' [.2

de esta forma se tiene una forma de representar la operacién de derivada en el dominio de la transformada Z. Por lo tanto, una derivada
de orden arbitrario, se puede representar como
Z [fD(nT, -17°
ZULOL] e - [22]"
Z[f(nT5)] Tz

Ahora consideremos una ecuacion diferencial de segundo orden que representa el comportamiento entrada salida de un sistema,

d?y(t) | dy(®) dy
t) = box(t 0) = —=(0) =4'(0
gz Tug Taoyt) =boa(t), y(0)=yo 5 (0)=y(0)
cuya funcion de transferencia estd dada por
bo
H(s) = 54— 5
(5) s2 4+ a5+ ag )
La ecuacion diferencial después de muestreo, es decir, sustituyendo ¢ = nTs resulta en
d?y(nTy) dy(nTs) dy
2 > Ts) =b Ts 0) = —=(0) =14/(0
L gy (nT) = boa(nT), y(0) =ge L0) = y/(0)
aplicando la transformada Z a ambos miembros de la ecuacién anterior y utilizando la derivada H,(2),
H3(2)Y (2) + a1 Hg(2) + aoY (2) = bo X (2)
y la funcién de transferencia estd dada por
Y b
Ho(z) = 22— - (©)

T X(z)  H2(2) +a1Ha(z) + ao
comparando la funcién de transferencia del sistema en tiempo continuo (5) con la versién de tiempo discreto (6)) notamos que
He(2) = H(2)|s=Ha(2)

lo cual se puede considerar como un mapeo desde la variable s a la variable z. Si sustituimos la expresion @) en (6)), tenemos que

bo
H.(z) = 2
z—1 n z—1 n
T ) " “\Tz )"
B 22—22+1+ z—1+
a a
T222 YT,z 0
realizando manipulaciones algebraicas se obtiene
d022
H(z) = ——
(2) 22 —ciz+co

con los coeficientes definidos en (3). Conforme el tiempo de muestreo es mds pequefio la aproximacién a la respuesta del sistema
en tiempo discreto es mejor. Los dos métodos vistos son basados en aproximaciones de derivadas con diferencias finitas, una en el
dominio del tiempo y otra en el dominio de la transformada Z.

N /
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L rr Rp
——A NN\ AYAYAY

Figura 2. Circuito RL paralelo

V. Cuestionario Previo

1. (Qué métodos se pueden utilizar para resolver ecuaciones en diferencias en el dominio del tiempo discreto?

2. (Cudl es la relacion entre las variables s y z? ;Como se relaciona el plano complejo en s con el plano complejo en z?

3. ;Cdémo se caracteriza la estabilidad de los sistemas lineales e invariantes de tiempo discreto?

4. (Qué diferencias existen entre los métodos de fracciones parciales para sistemas de tiempo continuo y sistemas de tiempo discreto?

5. En qué dispositivo de la vida cotidiana se realizan conversiones de sefiales de tiempo continuo a tiempo discreto y viceversa?

VI. Desarrollo de la practica

VL1. Aproximacion de sistemas de sistemas de tiempo continuo por sistemas de tiempo discreto

VI.1.1. De ecuaciones diferenciales a ecuaciones en diferencias y de funciéon de transferencia en tiempo discreto a funcion de
transferencia en tiempo continuo

Considere un circuito RLC como el mostrado en la Figura cuyo comportamiento, considerando como entrada el voltaje V,(t) de
la fuente y como salida el voltaje en el capacitor V,(¢), estd dado por la ecuacién diferencial de segundo orden

2V.(t) RdV.(t) 1 1 dv,
r - - c t) = t 5 c = Vl -
dr? I at LCV( ) LCVg( ), Vel0) =Veo dt

(0) =V

: R _ 1 _
considere que ©+ =1y 75 =5.

= Resuelva la ecuacién diferencial utilizando los métodos analiticos disponibles en el software especializado que esté utilizando,
escriba la solucién y grafiquela, muestre los resultados en el siguiente cuadro.
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Solucion analitica del circuito:

Representacion grafica:

Comparacion entre solucion de tiempo disreto y aproximacion
con diferencias finitas para diferentes valores del tiempo de muestreo

= Obtenga la funcién de transferencia del sistema de tiempo continuo.

s Utilizando T, = 1:

= Considerando un periodo de muestreo de Ts = 1y utilizando el método de discretizacién mediante diferencias finitas, encuentre
la ecuacién en diferencias asociada y resuélvala utilizando el método de recurrencia. Compare los resultados graficos de la
versién de tiempo continuo y la de tiempo discreto para diferentes valores del periodo de muestreo (dismindyalo en un punto

decimal hasta T, = 0.0001).

a) Obtenga la funcién de transferencia de tiempo discreto de la ecuacién en diferencias que resulté en el punto anterior.

b) Obtenga la funcién de transferencia de tiempo discreto a partir de la funcién de transferencia de tiempo continuo del sis-
tema utilizando un diferenciador discreto, ;cémo son las funciones de transferencia obtenidas en este punto y el anterior?

(,qué puede concluir?

/
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= Grafique en una sola figura la respuesta al impulso del sistema de tiempo continuo, y las dos aproximaciones de tiempo discreto.

Comparacion de solucion de tiempo continuo
y solucion de tiempo discreto utilizando funciones de transferencia

= Disminuya el tiempo de muestreo hasta obtener una aproximacién adecuada de la respuesta del sistema y grafique la compara-
cién. (Qué aproximacién resulté mejor?

Comparacion de solucion de tiempo continuo y solucion de
tiempo discreto utilizando funciones de transferencia para diferentes valores del
tiempo de muestreo
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Errar Entracls oel Sahida del
. medido Sistema Sistema
> ) 3  Controlador > Sistema =l

Referencia

MAedica de La salida m
o

Sensor &

Figura 3. Control de lazo cerrado

VI.2. Control discreto de un sistema de tiempo continuo.
Considere un sistema lineal e invariante en el tiempo representado por la siguiente funcidn de transferencia

1

=G

» Determine la estabilidad del sistema.

» Utilizando el software especializado de su preferencia, determine la respuesta al escalon del sistema y describa como es su
comportamiento.

Respuesta al escalon del sistema a controlar

= Cuando se desea cambiar el comportamiento de un sistema se debe implementar un controlador de lazo cerrado, el cual compara
la sefial de salida del sistema con la sefial de referencia y con base en esta sefial de error calcula la entrada del sistema para que
se obtenga el comportamiento deseado, de acuerdo con el diagrama de bloques mostrado en Figura 3] El modo més simple de
control consiste en el control proporcional, el cual realimenta un término proporcional del error de salida, es decir,

ue = K(r —y)

La conexién de la Figura[3|se denomina conexi6n en retroalimentacion negativa, y es posible determinar la funcién de transferen-
\ cia correspondiente mediante software especializado, para lo cual se deben definir previamente las funciones de transferencia dy
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controlador, del sistema y del sensor. Considerando la funcién de transferencia del sistema, la del controlador como C(s) = K
y la del sensor H(s) = 1, determine la funcién de transferencia de lazo cerrado G.(s) correspondiente. ;Cémo son los polos

del sistema? ;Qué puede decir de la estabilidad del mismo?

= A partir de las funciones de transferencia de lazo abierto y de lazo cerrado en tiempo continuo obtenga las versiones de tiempo
discreto. Realice lo anterior utilizando los procedimientos presentados en la Introduccidn Tedrica y el software especializado de

su eleccion. Reporte sus resultados a continuacion.

Respuesta al escalon del sistema con control

Determine los polos de lazo abierto y de lazo cerrado de tiempo discreto y caracterice la estabilidad de cada uno de estos. De-
termine la respuesta al escalon de ambos sistemas utilizando software especializado. Escriba sus resultados a continuacién y las

gréficas obtenidas en los espacios correspondientes.
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Respuesta al escalén del sistema en tiempo discreto

Respuesta al escalon del sistema de control en tiempo discreto

VII. Preguntas de cierre

1. Explique brevemente la importancia de la conversion de sefales de tiempo continuo a tiempo discreto

2. (Qué relacion existe entre la transformadas de Laplace y Z?

3. (Como se caracteriza la estabilidad de sistemas de tiempo continuo y tiempo discreto en el contexto de funciones de transferencia?
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