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I. Objetivos

= Fl alumno estudiard el concepto de funcién de transferencia.

= Fl alumno caracterizara la respuesta de sistemas de primer orden a las entradas impulso y escalon. m

II. Recursos
1. Software
a) Software matematico especializado.

2. Equipos, instrumentos, herramientas y accesorios

a) Computadora con 2GB RAM min.

III. Seguridad en la ejecucion de la actividad

L Peligro o fuente de energia L Riesgo asociado L Medidas de control H Verificacién ‘
~ 1 e Q Q 174 Q 9 Q ali74 P
1r Voltaje alterno 4 Electrocucién IdeAntAlﬁCdr los puntos energizados antes de realizar la
127V actividad y evitar contacto
2% | Volaje continuo L~ Daio a equipo V;/rlhcar polgrldad y mvgl antes de realizar la cone-
24V xién del equipo o dispositivo
Apellidos y nombres:

IV. Fundamento tedrico

IV.1. Funcion de Transferencia

Uno de los métodos mas comunes y utiles para representar a un sistema lineal e invariante en el tiempo, el cual es modelado por
medio de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes, es a través de su funcién de transferencia. El concepto de funcién
de transferencia surge de la integral de convoluciéon como herramienta para caracterizar la salida de un sistema ante cualquier sefial de
entrada arbitraria mediante el conocimiento de la respuesta al impulso del sistema, esto es,

y(t) = / W(r)e(t - )dr, t>0, (1)
0
y la transformada unilateral de Laplace de sefiales, esta transformada, ademds de ser lineal, tiene la siguiente propiedad,

LAwi(t) xxa(t)} = L{z1 ()} L{z2(t)} = X1 () Xa2(s), 2)

en donde el simbolo * denota la operacién de convolucién entre las sefiales de tiempo continuo z1(t) y x2(t), £L{(:)} denota la
transformada de Laplace de () y X1(s) y Xa(s) son las respectivas transformadas de x1 (¢) y 22 (). La propiedad anterior, nos indica
que la transformada de Laplace de la convolucién de dos sefiales es igual al producto de las transformadas de Laplace correspondientes.
Aplicando la propiedad (2) a (I) obtenemos la siguiente expresion,

Y(s) = H(s)X(s),

en donde Y (s), H(s) y X(s) son las transformadas de Laplace de la sefial de salida, de la respuesta al impulso y de la entrada del
sistema, respectivamente. El cociente entre las transformadas de Laplace de la sefal de salida y la sefial de entrada, se conoce como la

funcién de transferencia del sistema,
Y (s)
= H(s).
X(s) (s)

La funcién de transferencia es facilmente determinada una vez que el sistema ha sido descrito como una ecuacién diferencial, se
debe mencionar que en este momento se trabaja con sistemas con una sola entrada y una sola salida (SISO, por sus siglas en ingles).
Qa funcién de transferencia no es exclusiva de este tipo de sistemas sino que también puede ser extendida a sistemas con mﬁltipky
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entradas y salidas. Considere un ejemplo un sistema de tercer orden en el que la ecuacién diferencial que describe su comportamiento
con z(t) como una entrada y y(t) como salida es,

ao¥ (t) + ar§(t) + a2y(t) + asy(t) = boi(t) + bri(t) 4 bax(t) m

Para encontrar la funcién de transferencia, como primer punto se obtiene la transformada de Laplace de la ecuacién diferencial
(considerando condiciones iniciales nulas)

aps3Y (8) 4+ a15%Y (s) + azsY (s) + azY (s) = bps X (s) + b1sX(s) + b2 X (s)
La funcién de transferencia se define como la relacion entre la salida y la entrada, esto es,

(aos® + a15® + azs + a3)Y (s) = (bos?® + b1s + by) X ()
Y(S) - b()82 + b18 + b2
X(s)  apsd+ais?+a

H(s) =

El polinomio que se obtiene en el denominador de la funcién de transferencia recibe el nombre de ecuacién caracteristica, el
cual determina el comportamiento del sistema (rdpido, lento, oscilatorio, sub-amortiguado, etc). Generalmente el coeficiente ag de la
funcién de transferencia es igualado a 1.

Para el caso general de una ecuacién diferencial de orden n con m derivadas en la entrada (los superindices en paréntesis indican
el orden de la derivada):

aoy™ () + a1y V(1) + .+ an1§() + any(t) = boa "™ (1) + b2V (@) + A bnor (1) + bn(2)
aos"Y (8) 4+ a18" Y (8) + ... + an_15Y (8) + a,Y(s) = bos™ X (5) + bys™ X (5) + ... 4+ byp_15X(8) + by X (5)
Y(s) bos™+b1s™ 4 ..+ byp_15+ by
 X(s)  ags"Hais" 4.4 an_15+ay

Esto puede ser escrito como
n m
Z aiy(n—z) _ Z bix(m—z)
i=0 i=0

tomando la transformada de Laplace de ambos miembros,

Y (s) z": a;is" "t = X (x) i bis™ "
=0 =0

y calculando el cociente entre las transformadas de la salida y la entrada, se tiene lo siguiente,

Y (s) _ Z;io bis™ ! _ L(salida)
X(s)  Yigais"t  L(entrada)

H(s) =
La funcién de transferencia es una representacion de estado cero del sistema, solamente si las condiciones iniciales son cero.

IV.2. Patron de polos y ceros

Un sistema es regularmente definido en términos de los polos y los ceros de su funcién de transferencia. Como se menciond
anteriormente un sistema puede ser descrito a través de su funcidén de transferencia:

b082 + b18 =+ b2
apss + a18% + azs + as

H(s) =
Reescribiendo H (s) en su forma estdndar tal que el término de orden superior del numerador y el denominador son unitarios.

bo 244l

ol b[) bU
3 G142 4 a2 as
ap S Jraos +a05+a0

H(s) =

El término constante (by/ag) multiplica la relacién de los polinomios los cuales pueden ser factorizados
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(s —21)(s — 22)
(s = p1)(s = p2)(s — ps)

Donde k = by/ay, el cual es conocido como término constante. Los términos z; son los ceros de la funcién de transferencia, si
s — z; el numerador del polinomio es cero, por lo que la funcién de transferencia también es cero. Los términos p; son los polos de la
funcién de transferencia; si s — p; el denominador del polinomio es cero, por lo que la funcién de transferencia tiende a infinito.

En un caso general de una funcién de transferencia con un numerador de orden m y un denominador de orden n,ésta puede ser
representada como:

H(s)=k

m

H(s — %)

H(s) = kS—r

[ —p)

i=1
El patrén de polos y ceros de la funcién de transferencia de un SLI es una gréfica en el plano complejo s donde los ceros se
describen con el simbolo ‘0’y los polos con el simbolo ‘x’.

jo

A

Un sistema es estable con funcion de transferencia H (s) si todos los polos se encuentran en el semiplano izquierdo.

IV.3. Respuesta a una entrada escalon

Una de las entradas mds utilizadas con fines de prueba, es el escal6n unitario que se define como:

0, t<0
, t<0

Se puede encontrar facilmente la respuesta de un sistema a una entrada escalon si se conoce la funcion de transferencia del sistema,

la salida con condiciones nulas (por lo tanto se habla de la repuesta en estado cero) es simplemente determinada por

Y(s) = X(s)H(s)

por lo que la respuesta a un escalén queda determinada por

N Y,(s) = ~H(s) y
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Inmediatamente se puede determinar dos caracteristicas de la respuesta al escaldn, los valores iniciales y finales, se considera
entonces:
Teorema del valor inicial:

lim f(t) = lim sF(s)

t—0+ S5§—00

1
lim y.,(t) = lim sY,(s) = lim s—H(s) = lim H(s)
Elde el

+—0+ s—oo S 5—00

Teorema del valor final:

lim f(t) = lim sF(s)
s—0

t—o0
) ) 1 Y
Jim g, (t) = lim sV, (s) = lim s H(s) = lim H(s)
El resultado puede ser escrito como:
y,(07) = H(c0)
Yy(o0) = H(0)

Si se considera un sistema de primer orden genérico cuya funcién de transferencia esta dada por,

_bs+ec
n s+ a

donde a, b y ¢ son nimeros reales arbitrarios, se debe mencionar que b o ¢ (no ambos) pueden ser cero. Para obtener la respuesta al
escalén unitario, la funcién de transferencia H (s) es multiplicada por 1/s

H(s)

1 71b~s+c

Yy(s) = SH(s) = -2

Utilizando el teorema del valor final e inicial, se puede determinar

yy(00) = H(0) = =
o1

La expresion que determina la respuesta al escaldén unitaria queda dada por:

_t
-

Y(t) = 15(00) + (45(07) — yy(00))e
= H(0) + (H(o0) — H(0))e

IV4. Respuesta a un impulso

Si la funcidn de transferencia de un sistema es dada por H (s), la respuesta al impulso de un sistema estd dada por h(t) donde h(t)
es la transformada inversa de Laplace de H (s)

h(t) = L7H{H(s)}
También se debe mencionar que la respuesta al impulso puede ser obtenida a través de la derivada de la respuesta a un escalén

d

\ ys(t) = h(t) = 2 9(t) J
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V. Cuestionario Previo

1. (Qué es la transformada de Laplace?.

2. (Qués es la funcién de transferencia y como puede ser determinada?.

3. ;Qués es un polo y qué es un cero?, ;Cémo pueden ser determinados?.

VI. Desarrollo de la actividad

1. Encontrar la representacion de polos y ceros, asi como el término constante del sistema representado a través de la siguiente funcién
de transferencia:

- 652 + 185 + 12
253 4+ 1082 4+ 16s + 12

H{(s)
2. Con ayuda de un equipo de computo y un software especializado, obtenga la representacion grafica de los polos y de los ceros de la
funcién de transferencia anteriormente mencionada. ;Qué puede decir sobre la estabilidad del sistema?.

3. De la Figura[I]obtenga la ecuacién diferencial que represente la dindmica del sistema.

f(t) : £(t) -4
—_— t mx =mv
_>

bx = bv
-

o A

Figura 1. Accién de una fuerza sobre una masa.

4. Obtenga la funcién de transferencia del sistema y determine la expresion matematica de la respuesta al impulso unitario (considere

\ condiciones iniciales nulas). j
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I’y
%JZ \/\/\/ . 0
+ VR, —
+Y1
+
VR, Rs
eln(t) CD - eout(t)
+
w=—c
O

Figura 2. Circuito RL paralelo

5. Grafique la respuesta al impulso cuando la magnitud de este es dos, considere m = b = 1.

6. Considere un sistema cuya funcién de transferencia es representada como:

s+1
Fls) = s(s+2)

Utilice el método de fracciones parciales para encontrar la transformada inversa de Laplace y corrobore sus resultados con ayuda
de un software especializado.

7. Considere el circuito mostrado en la Si la entrada de voltaje, e;,,(¢) es un escaldn, encuentre la salida e,,+(t). Considere R; =
2[Q], R, =3[Q]yC =1[F].

Como primer punto encuentre la funcién de transferencia. Considere que el circuito es un divisor de voltaje con dos impedancias,

es decir: Bpnals) P
out\S 2
Zout\) _ H(s) = — 22
Ei (S) ( ) Z] + ZQ
donde
=Ry
Zy=Zpra+ 2,
por lo tanto,
FEou Ry+ L
t(s) _ H(S) — 2 sC ;
Ein(s) Ry + Ry + &

8. Encuentre la expresién matemdtica que determina la respuesta a una entrada escalén y grafique sus resultados con ayuda de un
software especializado.

9. De una forma alternativa, considerando el teorema del valor final y el teorema del valor inicial (sin la transformada inversa de
Laplace) determine la respuesta al escalon. ;Qué puede decir con respecto a lo realizado en la actividad 87?.
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